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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Ðñüëïãïò

Ï Emile Artin ôï 1925 óôï [2] åéóÞãå ôá ðëåîßäéá(braids) ùò ìáèçìá-

ôéêÜ áíôéêåßìåíá, êáôáñ÷Þí äéáéóèçôéêÜ - ãåùìåôñéêÜ, üðùò óõìâáßíåé

ìå ôéò ðåñéóóüôåñåò Ýííïéåò êáé áñãüôåñá ìå áõóôçñüôçôá êáé ðëÞñç

åãêõñüôçôá, üðùò ï ßäéïò ìáñôõñÜ óôï [3] ôï 1947. Ðñïöáíþò, êáíåßò

äåí ìðïñïýóå íá ðñïâëÝøåé ôçí áíÜðôõîç ðïõ èá åß÷å ç éäÝá ôïõ áõôÞ ìå

åõñýôáôç ÷ñÞóç óå èåùñßá êüìðùí(knot theory), ïìÜäåò Artin êáé âÝ-

âáéá ðñüóöáôá óôçí êñõðôïãñáößá. Ìßá óçìáíôéêÞ ïðôéêÞ ôùí ïìÜäùí

ðëåîéäßùí õëïðïéåßôáé ìÝóù ìßáò êëÜóçò áíáðáñáóôÜóåùí ðïõ åéóÞ÷èç-

êáí áðü ôïí W.Magnus ôï 1939 êáé öÝñïõí ôï üíïìÜ ôïõ. Óçìáíôéêü-

ôáôç ôÝôïéïõ ôýðïõ áíáðáñÜóôáóç åßíáé áõôÞ ôïõ Burau (1936), ç ïðïßá

åßíáé ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò ðëåîéäßùí Bn ãéá n ≤ 3, áëëÜ

áðïäåß÷èçêå ðñüóöáôá üôé äåí åßíáé ðéóôÞ ãéá n ≥ 9 Moody(1991)[25],

n ≥ 6 Long-Paton (1993)[20] êáé n = 5 Bigelow(1999) [7]. Ç ÷ñÞóç

ôùí ðëåîéäßùí óôçí êñõðôïãñáößá ðñùôïåìöáíßóôçêå óôá [1], [19],ôï
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1999 êáé 2000 áíôßóôïé÷á, áëëÜ ôåßíåé íá áðïäåé÷èåß áíåðáñêÞò, ùò

ðñïò ôçí áóöÜëåéá ðïõ ìðïñåß íá ðáñÝ÷åé(âë. [26]).

Åíôïýôïéò, ïé âáóéêÝò éäÝåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí êñõðôïãñá-

ößá ìå ÷ñÞóç ïìÜäùí ðëåîéäßùí, áíÞêïõí óôïí ðõñÞíá ìßáò ðñüóöáôá

áíáðôõ÷èÞóáò êáôåýèõíóçò ôç ëåãüìåíç :

ìç ìåôáèåôéêÞ áëãåâñéêÞ êñõðôïãñáößá.

ÁõôÞ ðéóôåýåôáé üôé ðñüêåéôáé íá åßíáé ôï ìÝëëïí óôçí áóöáëÞ êñõðôï-

ãñÜöçóç ãéá ôç ìåôáöïñÜ äåäïìÝíùí, ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé ç óõíå-

÷þò áõîáíüìåíç õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç èá ùèÞóåé óôç ÷ñÞóç èåùñçôéêïý

õðïâÜèñïõ ìç éêáíïý íá áíôéìåôùðéóôåß áðü Ýíáí õðïëïãéóôÞ. Ìßá

áíáäåé÷èåßóá, ôåëåõôáßá, âÜóç åíüò ôÝôïéïõ óõóôÞìáôïò (Baumslag

2007,[5]) åßíáé ï

äáêôýëéïò ôùí äõíáìïóåéñþí

óå n - ðëÞèïò ìç ìåôáôéèÝìåíùí ìåôáâëçôþí

ìå ÷ñÞóç ìßáò áíáðáñÜóôáóçò ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò óå n ãåííÞôï-

ñåò óå áõôüí. Ç áíáðáñÜóôáóç áõôÞ, ðïõ åéóÞ÷èçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí

Magnus ôï 1935 óôï [21], åßíáé áíôßóôïé÷ç ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ

Magnus ãéá ïìÜäåò ðëåîéäßùí ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù êáé áíáäéá-

ìïñöþèçêå áðü ôïí Magnus ôï 1973 óôï [22].

Ç ÷ñÞóç êáé ïé åöáñìïãÝò áõôÞò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Magnus

õðÞñîáí óçìáíôéêüôáôåò äéá÷ñïíéêÜ, ôüóï óå èåùñçôéêü, üóï êáé óå



ðñáêôéêü åðßðåäï. Ç ðáñïýóá åñãáóßá îåêéíÜ ìå áõôÞí ôçí áíáðáñÜ-

óôáóç óôï êåöÜëáéï: 3. Áêïëïõèåß ìßá óýíôïìç áíáöïñÜ óôç ÷ñÞóç

ôçò ãåíéêüôåñá óå ðñïâëÞìáôá óõíäõáóôéêÞò èåùñßáò ïìÜäùí óôï êå-

öÜëáéï: 4, åíþ êëåßíïõìå ìå ÷ñÞóç ôçò ðñïóáñìïóìÝíçò áõôÞò áíá-

ðáñáóôÜóçò óôçí êñõðôïãñáößá óôï êåöÜëáéï: 6. ÅíäéÜìåóá, óôï êå-

öÜëáéï: 5, ðáñïõóéÜæïõìå ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí ïìÜäùí ðëåîéäßùí

ôïõ Artin êáé ôçò áíôßóôïé÷çò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Magnus óå áõôÜ,

üðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò.



1.2 ÂáóéêÝò Ýííïéåò

Ç Üëãåâñá åðß åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R (üëïé ïé äáêôýëéïé èá

èåùñïýíôáé ìå ìïíÜäá) åßíáé ãåíßêåõóç ôçò Ýííïéáò ôçò Üëãåâñáò åðß

åíüò óþìáôïò Ê, üðïõ ôï óþìá áíôéêáèßóôáôáé áðü Ýíá ìåôáèåôéêü

äáêôýëéï R.

Ïñéóìüò. 1.2.1 .

¸óôù R ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò. Ìßá R-Üëãåâñá åßíáé Ýíá óýíïëï

Á (ìç êåíü) ìå äïìÞ äáêôõëßïõ:

+ : A× A 7→ A; (R;+) åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá

· : A× A 7→ A; (R; · ) åßíáé ìïíïåéäÝò

a(b + c) = ab + ac åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá

êáé áñéóôåñïý R-ðñïôýðïõ1:

(R;+) áâåëéáíÞ ïìÜäá

R× A→ A âáèìùôüò ðïëëáðëáóéáóìüò

(r;m) 7→ r ·m
r · (x + y) = rx + ry åðéìåñéóôéêÞ

(r + s) · x = rx + ry åðéìåñéóôéêÞ

(rs)x = r(sx) R - ðñïóåôáéñéóôéêÞ

1R · x = x ìïíÜäá äáêôõëßïõ
1Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé êáé ãéá äåîß.



þóôå ï ðïëëáðëáóéáóìüò ôïõ äáêôõëßïõ íá åßíáé R-äéãñáììéêÞ áðåéêü-

íéóç:

r(xy) = (rx)y = x(ry); r; s ∈ R; x; y ∈ A

ÐáñÜäåéãìá 1.2.2 .

ÊÜèå äáêôýëéïò R åßíáé ðñïóèåôéêÜ ìßá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé êáôÜ

óõíÝðåéá Ýíá Z- ðñüôõðï. Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé ï R åßíáé êáé ìßá Z-

Üëãåâñá.

ÐáñÜäåéãìá 1.2.3 .

¸óôù G ìßá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá êáé R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äá-

êôýëéïò ìå ìïíÜäá.

Ï ïìáäïäáêôýëéïò RG ïñßæåôáé íá Ý÷åé óôïé÷åßá ôçò ìïñöÞò:
∑

agg; ag ∈ R; g ∈ G; ag 6= 0 ãéá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò g ∈ G

êáé Ý÷åé äïìÞ äáêôõëßïõ ìå ðñÜîåéò ðïõ ïñßæïíôáé ùò åîÞò:
∑

agg +
∑

bgg =
∑

(ag + bg)g ðñüóèåóç (1.1)
∑

agg ·
∑

bhh =
∑
g

∑

h

(agbh)gh ðïëëáðëáóéáóìüò (1.2)

Ôüôå ï ïìáäïäáêôýëéïò RG åßíáé ìßá R - Üëãåâñá ìå äïìÞ R-

ðñïôýðïõ:

r
∑

rigi =
∑

(r · ri)gi; r; ri ∈ R; gi ∈ G



Ïñéóìüò. 1.2.4 .

Ïìïìïñöéóìüò äýï áëãåâñþí Á,Â åßíáé Ýíáò R- ãñáììéêüò ïìïìïñ-

öéóìüò äáêôõëßùí, þóôå:

ö : Á → Â

ö(rx) = rö(x)

ö(x + y) = ö(x) + ö(y)

ö(xy) = ö(x)ö(y)

ö(1Á) = 1Â; x; y ∈ A; r ∈ R



ÊåöÜëáéï 2

Åëåýèåñá ðáñáãüìåíåò Üëãåâñåò

2.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò

Óôï åîÞò èåùñïýìå ìßá áêåñáßá ðåñéï÷Þ R ìå 1( 6= 0), ôçí ïðïßá

èá ïíïìÜæïõìå äáêôýëéï óõíôåôáãìÝíùí. Ïé Üëãåâñåò Ì èá åßíáé R-

ðñüôõðá ìå åóùôåñéêü ðïëëáðëáóéáóìü:

(r1u)(r2v) = (r1r2)(uv)

1u = u

(r1 + r2)u = r1u + r2u

r(u + v) = ru + rv; ∀u; v ∈ M; r1; r2 ∈ R

2.2 Ç Üëãåâñá Á0(R; r)

¸óôù× = {x1; x2; ::; xr} 6= ∅, ôï ïðïßï èá ïíïìÜæïõìå óýíïëï ìåôáâëçôþí.

Ïñßæïõìå ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ R - Üëãåâñá ìå óôïé÷åßá âÜóçò ôïõ × ,

ôá ìïíþíõìá:

xe1n1
xe2n2

: : : xeknk; üðïõ ni ∈ {1; 2; :::; r}; ni 6= ni+1; ei; k ∈ N
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ç ïðïßá åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí áèñïéóìÜôùí áõôþí

ôùí ìïíùíýìùí. Óçìåéþíïõìå üôé ïé ìåôáâëçôÝò xi äå ìåôáôßèåíôáé.

Ïñßæïõìå ùò ìïíÜäá ôçò Üëãåâñáò ôç ìïíÜäá ôïõ äáêôõëßïõ R êáé

ãñÜöïõìå óõìâáôéêÜ:

1 = x0
i ; ∀ i ∈ {1; 2; :::; r}

ÂÜóç ôçò Üëãåâñáò ôï óýíïëï: {x1; x2; :::; xr} ìå óõíôåëåóôÝò áðü ôïí

R êáé ðñÜîåéò:

ðïëëáðëáóéáóìüò óôïé÷åßùí âÜóçò: áíçãìÝíç ðáñÜèåóç

ðïëëáðëáóéáóìüò áèñïéóìÜôùí: u(v + w) = uv + uw

(r1u)(r2v) = (r1r2)(uv)

Ïñéóìüò. 2.2.1 .

Ç Á0(R; r) ëÝãåôáé åëåýèåñá ðáñáãüìåíç ðñïóåôáéñéóôéêÞ Üëãåâñá

ôÜîçò r åðß ôïõ R êáé ôï óýíïëï {x1; x2; :::; xr} óýíïëï åëåõèÝñùí ãåííçôüñùí.

Ïñéóìüò. 2.2.2 .

ÏíïìÜæïõìå ïìïãåíÞ óõíéóôþóá âáèìïý í åíüò óôïé÷åßïõ ôçòÁ0(R; r)

Ýíá Üèñïéóìá ìïíùíýìùí êáèÝíá åê ôùí ïðïßùí Ý÷åé Üèñïéóìá âáèìþí

ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ ßóï ìå í.

ÐáñÜäåéãìá 2.2.3 .

Áí èåùñÞóïõìå ôçí Üëãåâñá Á0( Z; 2) ìå âÜóç ôçò Üëãåâñáò ôï

óýíïëï åëåõèÝñùí ãåííçôüñùí: {x; y} ôüôå ôá ïìïãåíÞ ìïíþíõìá



âáèìïý 2 èá åßíáé ôá åîÞò: x2; xy; y2; yx. Ôá óôïé÷åßá ôçò èá åßíáé

Z-áèñïßóìáôá ôùí óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò. Ïé ïìïãåíåßò óõíéóôþóåò ôïõ

óôïé÷åßïõ x3 + xy2 − 4x + 1 åßíáé:

• Âáèìïý 0 : 1

• Âáèìïý 1 : −4x

• Âáèìïý 3 : x3 + xy2

ÐáñÜäåéãìá 2.2.4 .

Ç Üëãåâñá Á0( Z; 1) Ý÷åé ìßá ìåôáâëçôÞ êáé óõíôåëåóôÝò áêåñáßïõò,

åßíáé ëïéðüí ï äáêôýëéïò ôùí ðïëõùíýìùí åðß ôïõ Z: Z[x].



2.3 Ïé Üëãåâñåò Á0(R;∞) êáé Á(R; r)

Ç Üëãåâñá Á0(R;∞) åßíáé ç åëåýèåñç ðñïóåôáéñéóôéêÞ Üëãåâñá, ç

ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü áñéèìÞóéìï ðëÞèïò ìåôáâëçôþí: xñ; ñ = 1; 2; 3; :::.

Ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíá óôïé÷åßï áõôÞò ôçò Üëãåâñáò èá ìðïñïýóå íá åßíáé

ôï åîÞò:

1 + x1 + x7 + x2x3 + x2x1

ÅðåéäÞ ôá óôïé÷åßá ôçò Á0(R;∞) åßíáé ðåðåñáóìÝíá áèñïßóìáôá,

óå Üðåéñåò ìåôáâëçôÝò, ôüôå êÜèå óôïé÷åßï ôçò èá ðåñéÝ÷åôáé óå ìßá

õðÜëãåâñá Á0(R; r) ãéá êÜðïéï r.

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ÜëãåâñáÁ(R; r) ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçíÁ0(R; r),

áí åðéôñÝøïõìå êáé Üðåéñá áèñïßóìáôá óôïé÷åßùí. Ðñüêåéôáé ãéá ôï äá-

êôýëéï ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí óå r ôï ðëÞèïò ìç ìåôáôéèÝìåíåò

ìåôáâëçôÝò. Ôüôå êÜèå óôïé÷åßï u ∈ Á(R; r) èá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ:

u =
∑∞

n=0 un, üðïõ un ïìïãåíÞò üñïò âáèìïý n ôçò Á0(R; r).

ÐáñÜäåéãìá 2.3.1 .

¸óôù u ∈ A(R; r) ôüôå èá ìðïñïýóå íá åßíáé:

u = x1x3
2x4 + x5

4︸ ︷︷ ︸ +x7
3︸︷︷︸ +x7

1x4︸ ︷︷ ︸ + : : :

ïìïãåíÞò óõíéóôþóá: âáèìïý 5 âáèìïý 7 âáèìïý 8



ÐñÜîåéò óôçí Üëãåâñá Á(R; r)

¸óôù u =
∑∞

n=0 ënun ; ën ∈ R; un ìïíþíõìï r - ìåôáâëçôþí êáé

v =
∑∞

n=0 ênvn ; ên ∈ R; vn ìïíþíõìï r - ìåôáâëçôþí

ðñüóèåóç äáêôõëßïõ: u + v =

∞∑
n=0

ënun + ênvn

ðïëëáðëáóéáóìüò ðñïôýðïõ: ë · v =

∞∑
n=0

ëënun

ðïëëáðëáóéáóìüò äáêôõëßïõ: u · v =

∞∑
n=0

cnan

üðïõ: cnan =
∑
i+j=n

ëiêjuivj



ÊåöÜëáéï 3

Áðåéêïíßæïíôáò ìßá åëåýèåñç ïìÜäá ôÜîçò

r óôçí Á( Z; r)

3.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ Z- Üëãåâñá Á0( Z; r) óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò

ìåôáâëçôÝò x1; x2; :::; xr áðïôåëåßôáé áðü ðïëõþíõìá ôùí ìåôáâëçôþí

áõôþí ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò. Ïðüôå ìðïñïýìå óôçí Á0 íá èåù-

ñÞóïõìå êáé ôá óôïé÷åßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü áíôéêáôáóôÜóåéò åíüò

óôïé÷åßïõ ó' Ýíá Üëëï (õðåíèõìßæïõìå üôé óôçí Á0( Z; r) Ý÷ïõìå ìüíï

ðåðåñáóìÝíá áèñïßóìáôá ìïíùíýìùí).

ÐáñÜäåéãìá 3.1.1 .

¸óôù Ñ(xñ) = x1x2
2 + x2x3x1 êáé Â1(xñ); Â2(xñ); Â3(xñ) ∈ Á0,

ôüôå èá åßíáé êáé

P (Bñ) = Â1Â2
2 + Â2Â3Â1 ∈ Á0

¼ìùò ç ßäéá áíôéêáôÜóôáóç äåí ìðïñåß íá ãßíåé óôçí ÜëãåâñáÁ(Z; r),

äçëáäÞ ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ Z- Üëãåâñá ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí
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óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò x1; x2; :::; xr ìå áêåñáßïõò óõíôåëå-

óôÝò êáé áõôü äéüôé ìåôÜ ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìðïñåß íá ðñïêýøåé êáé

óôïé÷åßï ðïõ äåí áíÞêåé óôçí Üëãåâñá åðß ôïõ Z. Áò äïýìå ôï åðü-

ìåíï:

ÐáñÜäåéãìá 3.1.2 .

¸óôù ôï óôïé÷åßï ôçò Á( Z; r) :

P (x1) = 1 + x1 + x2
1 + : : : + xn1 + : : :

ôüôå èá Ý÷ïõìå üôé:

P (2) = 1 + 2 + 22 + : : : + 2n + : : :

ôï ïðïßï äåí åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôçò Üëãåâñáò Á( Z; r) áöïý ðñüêåéôáé

ãéá óôïé÷åßï ðïõ äåí åßíáé óôï äáêôýëéï óõíôåôáãìÝíùí Z. Ðüôå,

ëïéðüí, Ýíá óôïé÷åßï ðïõ ðñïêýðôåé áðü áíôéêáôÜóôáóç èá åßíáé êáé

óôïé÷åßï ôçò Üëãåâñáò;



3.2 ÁíáðáñÜóôáóç ôïõ Magnus

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïäçãçèïýìå óôç ìåëÝôç ìßáò áíáðáñÜóôáóçò ôçò

ðáñáðÜíù Üëãåâñáò.

ËÞììá 3.2.1 .

¸óôù Q1(xñ); Q2(xñ); :::Qr(xñ) ∈ A( Z; r) ìå ìçäåíéêü óôáèåñü

üñï, ôüôå ç áðåéêüíéóç:

xñ → Qñ; ñ = 1; 2; :::; r

ïñßæåé ïìïìïñöéóìü ôçò Z- Üëãåâñáò Á óôïí åáõôü ôçò.

Áðüäåéîç

¢ìåóç áðü ôéò éäéüôçôåò.

¤

Áõôü ôï ëÞììá ìáò åðéôñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ç A( Z; r) ðåñéÝ÷åé ìßá

ìåãÜëç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá, óôçí ïðïßá èá âñïýìå ìßá ÷ñÞóéìç

áíáðáñÜóôáóç ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò ôÜîçò r.



ËÞììá 3.2.2 .

Ôï óýíïëï Ì ⊂ Á( Z; r) üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôçò Á( Z; r) ìå

óôáèåñü üñï 1 åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá, üðïõ êÜèå óôïé÷åßï:

g = 1 + h Ý÷åé áíôßóôñïöï ôï åîÞò óôïé÷åßï:

g−1 = 1− h + h2 − h3 + ::: + (−1)nhn + ::: (3.1)

Áðüäåéîç

Äýï óôïé÷åßá ôïõ Ì üôáí ðïëëáðëáóéáóôïýí ìåôáîý ôïõò èá äþóïõí

óôáèåñü üñï 1, ïðüôå ôï Ì åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü.

Áêüìá, ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí ðñïóåôáéñéóìü

ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôçí A( Z; r) êáé ìïíáäéáßï óôïé÷åßï åßíáé ôï 1

∈ Ì. Ôþñá, èá äåßîïõìå üôé ôï óôïé÷åßï: g = 1 + h Ý÷åé áíôßóôñïöï

óôïé÷åßï ôï g−1, üðùò áõôü ðåñéãñÜöåôáé óôç ó÷Ýóç: (3.1).

ÐñÜãìáôé, èåùñïýìå ôï óôïé÷åßï:

Q(x1) = 1− x1 + x2
1 − x3

1 + : : : + (−1)nxn1 + : : :

üìùò ôüôå Ý÷ïõìå:

(1 + x1)Q(x1) =

= 1− x1 + x2
1 − x3

1 + : : : + (−1)nxn1 + : : :

+ x1 − x2
1 + x3

1 − x4
1 + : : : (−1)n+1xn1 + : : :

= 1

ÄçëáäÞ äåßîáìå üôé: (1 + x1)Q(x1) = 1, ôüôå üìùò áðü ËÞììá



(3.2.1) Ýðåôáé üôé:

(1 + h)Q(h) = 1 ⇒ g · g−1 = 1

Óõíåðþò, êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Ì Ý÷åé áíôßóôñïöï óôï Ì, ïðüôå Ýðåôáé

ôï æçôïýìåíï. ¤

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå ôç äéáôýðùóç ôïõ âáóéêïý èåùñÞìáôïò áðü

ôï ïðïßï èá ïäçãçèïýìå óôç æçôïýìåíç áíáðáñÜóôáóç ôçò åëåýèåñçò

ïìÜäáò F (r) ìå äéÜóôáóç r.

Èåþñçìá 3.2.3 (ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Magnus, 1935) .

¸óôù ç Üëãåâñá A( Z; r), ç ïðïßá ðáñÜãåôáé åëåýèåñá áðü ôá

óôïé÷åßá x1; x2; : : : ; xr, ôüôå ôá óôïé÷åßá:

ái = 1 + xi; i = 1; : : : ; r (3.2)

ôçò Üëãåâñáò A( Z; r) åßíáé ãåííÞôïñåò ìßáò åëåýèåñçò ïìÜäáò F (r),

ç ïðïßá Ý÷åé äéÜóôáóç r.

ÅðéðëÝïí, êÜèå óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò Ý÷åé áíôßóôñïöï:

á−1
i = 1− xi + x2

i − x3
i + : : : + (−1)nxni + : : : ; i = 1; : : : ; r (3.3)



Áðüäåéîç

Óôï ËÞììá (3.2.2) áðïäåß÷ôçêå üôé ôá óôïé÷åßá ôçò A( Z; r), ôá

ïðïßá Ý÷ïõí ìïíáäéáßï óôáèåñü üñï áðïôåëïýí ïìÜäá. Ïðüôå áñêåß íá

äåßîïõìå üôé ìßá áíçãìÝíç ëÝîç óôá óôïé÷åßá: ái = 1+xi; i = 1; : : : ; r

åßíáé 1, áí êáé ìüíï áí åßíáé ç êåíÞ ëÝîç.

¸óôù, ëïéðüí, ç ëÝîç:

w = áå1ê1
áå2ê2

: : : áåëêë, üðïõ áêi ∈ {á1; á2; :::; ár}; áêi 6= áêi+1; åi ∈ Z:

Éó÷õñéóìüò: áni = 1 + nxi + x2
ih(xi); n ∈ N , üðïõ h(xi) åßíáé ôõ-

ðéêÞ äõíáìïóåéñÜ ôïõ xi.

Èá äåßîïõìå ôïí éó÷õñéóìü ìå åðáãùãÞ: Ãéá n = 1 óõìâáßíåé:

ái = 1 + xi + x2
ih(xi);

ôï ïðïßï éó÷ýåé ãéá h(xi) = 0. Áêüìá Ý÷ïõìå:

án+1
i = áni · ái =

(1 + nxi + x2
ih(xi))(1 + xi) =

1 + nxi + x2
ih(xi) + xi + nx2

i + x3
ih(xi) =

1 + (n + 1)xi + nx2
i + x2

ih(xi) + x3
ih(xi) ∈ A( Z; r)

Ïðüôå óõìðåñáßíïõìå üôé:

w = áå1ê1
áå2ê2

: : : áåëêë =

[(1 + å1xê1 + x2
ê1
h(xê1)] : : : [(1 + åëxêë + x2

êëh(xêë)]



üðïõ ðåñéÝ÷åôáé êáé ôï ìïíþíõìï å1 : : : åëxê1 : : : xêë âáèìïý ë êáé ìÞ-

êïõò ë, áöïý å1 : : : åë 6= 0. Óõíåðþò, åßíáé: w 6= 1, ïðüôå Ýðåôáé ôï

æçôïýìåíï. ¤

Èá äïýìå ôþñá êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ðïõ áðïññÝïõí áðü ôï èåþ-

ñçìá (3.2.3).

Ïñéóìüò. 3.2.4 .

Ìßá õðïïìÜäá K < G êáëåßôáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óôç G, áí åß-

íáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôïõò áõôïìïñöéóìïýò ôçò G, äçëáäÞ: è(Ê) ⊂
Ê; ∀ è ∈ Aut(G). Ç Ê êáëåßôáé ðëÞñùò áíáëëïßùôç áí åßíáé êëåéóôÞ

ùò ðñïò ôïõò åíäïìïñöéóìïýò ôçò G.

Áí F (r) åßíáé åëåýèåñç ïìÜäá ìå r ãåííÞôïñåò ôüôå óõìâïëßæïõìå

ìå:

Dn(F ) = {cn ∈ F (r) : cn = 1 + hn(x1; : : : ; xr)}

üðïõ hn ∈ A( Z; r) ìå êáíÝíá üñï âáèìïý ìéêñïôÝñïõ ôïõ n. ÄçëáäÞ

éó÷ýåé üôé: hn ∈ ×n.

Èåþñçìá 3.2.5 .

Ç Dn(F ) åßíáé ìßá áíáëëïßùôç õðïïìÜäá ôçò F (r). ÅðéðëÝïí, ç

ôïìÞ üëùí ôùí Dn(F ) åßíáé ôåôñéììÝíç.



Ðñüôáóç 3.2.6 .

Ç ïìÜäá ðçëßêï: Dn(F )=Dn+1(F ) ãéá F (r); r <∞ åßíáé ðåðåñá-

óìÝíá ðáñáãüìåíç åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá.

Ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ Magnus ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôï èåþñçìá (3.2.3)

äçìïóéåýèçêå ôï 1935 óôï [21] Beziehungen zwischen Gruppen und

Idealen in einem speziellen Ring, Mathematische Annalen, 111,

1935 ãåñìáíéêÞ Ýêäïóç ôïõ Annals of Mathematics. Ç ðñüóâáóç

óôç ãåñìáíéêÞ âéâëéïãñáößá êáôÝóôç åöéêôÞ ìÝóù ôçò çëåêôñïíéêÞò

éóôïóåëßäáò:

http://gdz.sub.uni-goettingen.de

üðïõ êñáôåßôáé áñ÷åßï êáé ðáñïõóéÜæïíôáé ÷åéñüãñáöá êáé äçìïóéåý-

óåéò ìáèçìáôéêþí êåéìÝíùí, çëåêôñïíéêÜ, åíþ ôáõôü÷ñïíá åßíáé äùñåÜí

äéáèÝóéìá ãéá áêáäçìáúêÞ ÷ñÞóç. Ç óõëëïãÞ åêôåéíüôáí ôçí çìÝñá

óõããñáöÞò ôçò ðáñïýóáò óå ðåñßðïõ ðÝíôå åêáôïìýñéá øçöéïðïéçìÝíåò

óåëßäåò.

Åäþ ç ðáñïõóßáóç Ý÷åé ãßíåé ìå ðçãÞ ôï [23]: Combinatorial Group

Theory, Magnus, Karrass, Solitar, 1968.

http://gdz.sub.uni-goettingen.de�


ÊåöÜëáéï 4

ÅöáñìïãÝò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ

Magnus

4.1 ÅéóáãùãÞ

Ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ Magnus Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß åõñýôáôá óôç èåù-

ñßá ïìÜäùí, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù êáé õðÞñîå éäéáéôÝñùò ÷ñÞóéìï

åñãáëåßï óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò. ÌåôáôñïðÝò ôçò âñßóêïõí åöáñìïãÞ

êáé óå óýã÷ñïíåò ìåèüäïõò êñõðôïãñÜöçóçò üðùò ðåñéãñÜöïíôáé óôï

êåöÜëáéï 6.

4.2 Hop�an ïìÜäåò

Ïñéóìüò. 4.2.1 (Hop�an ïìÜäåò) .

Ìßá ïìÜäá G êáëåßôáé Hop�an áí äåí åßíáé éóüìïñöç ìå Ýíá ãíÞóéï

ðçëßêï. ÄçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé N C G, þóôå: G ∼= G=N .

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 4.2.2 .

Éóïäýíáìá ìå ôïí ïñéóìü (4.2.1) ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé áñêåß êÜèå
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åðéìïñöéóìüò: G→ G íá åßíáé êáé éóïìïñöéóìüò.

ÐáñÜäåéãìá 4.2.3 .

1) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åßíáé Hop�an. Äéüôé, áí

|G| = n;N C G; |N | | |G| ìå: |G=N | = k

êáé

G ∼= G=N ⇒ |G| = |G=N | ⇒ n = k < n; Üôïðï.

2) ÊÜèå áðëÞ ïìÜäá åßíáé Hop�an, áöïý äåí Ý÷åé ãíÞóéåò êáíïíéêÝò

õðïïìÜäåò.

3) Ìßá åëåýèåñç ïìÜäá áðåßñïõ äéáóôÜóåùò ÄÅÍ åßíáé Hop�an.

Äéüôé, Ýóôù: F = 〈x1; x2; : : : | −〉 êáé ï ïìïìïñöéóìüò:

ö : x1 → 1

x2 → x1

x3 → x2

...

åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé x1 ∈ ker ö, ïðüôå äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò.

4) ÄÅÍ åßíáé êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ïìÜäá Hop�an. Óõ-

ãêåêñéìÝíá, õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ïìÜäá G, ç ïðïßá ÄÅÍ

åßíáé Hop�an, üðùò âëÝðïõìå óôï åðüìåíï:



ÐáñÜäåéãìá 4.2.4 (ÏìÜäåò Baumslag - Solitar).

Ïé G(k; l) =< t; a|takt−1 = al > åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíåò

ïìÜäåò, áëëÜ ÄÅÍ åßíáé Hop�an, áí êáé ìüíï, áí ôï óýíïëï ôùí ðñþ-

ôùí äéáéñåôþí ôïõ k åßíáé äéáöïñåôéêü ôïõ óõíüëïõ äéáéñåôþí ôïõ l êáé

|k| 6= 1; |l| 6= 1.

Áðüäåéîç

(óêéáãñÜöçóç) ¸óôù p ðñþôïò ; p 6= 1; p | k; (p; l) = 1 êáé ïñßæïõìå

ôçí áðåéêüíéóç:

ø : G(k; l) → G(k; l)

t → t

a → ap

åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

Èåùñïýìå, ôþñá ôï ìåôáèÝôç:

[tamt−1; a] = ta−mt−1a−1tamt−1a 6= 1

áðü ËÞììá Britton, éó÷ýåé üôé:

ø([tamt−1; a]) = [tapmt−1; ap] = [al; ap] = 1:

ÄçëáäÞ ï ìåôáèÝôçò [tamt−1; a] åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï óôïé÷åßïõ ðïõ

áíÞêåé óôïí ðõñÞíá ker ø. Óõíåðþò, ï ø äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò, Üñá

ç ïìÜäá äåí åßíáé Hop�an. ¤



Ðüñéóìá 4.2.5 (Nielsen) .

Ìßá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç åëåýèåñç ïìÜäá åßíáé Hop�an.

Åäþ ðáñïõóéÜæïõìå ìßá áðüäåéîç áõôïý ìå ÷ñÞóç ôïõ ðáñáêÜôù:

Ðüñéóìá 4.2.6 .

Áí Fn ï n-ïóôüò üñïò ôçò êáôþôåñçò êåíôñéêÞò óåéñÜò ãéá ôçí F (r),

ôüôå ç Dn(F ) ðåñéÝ÷åé ôçí Fn.

Áðü èåþñçìá: (3.2.5) Ý÷ïõìå üôé ç ôïìÞ üëùí ôùí Dn(F ) åßíáé ôå-

ôñéììÝíç, ïðüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá ôï ßäéï èá óõìâáßíåé êáé

ãéá ôçí ôïìÞ ôùí üñùí ôçò êáôþôåñçò êåíôñéêÞò óåéñÜò Fn, äçëáäÞ ç

ïìÜäá åßíáé ðñïóåããéóôéêÜ ìçäåíïäýíáìç. Åßíáé êáé áðü õðüèåóç ðåðå-

ñáóìÝíá ðáñáãüìåíç, ïðüôå åßíáé Hop�an, äéüôé éó÷ýåé üôé êÜèå ðåðåñá-

óìÝíá ðáñáãüìåíç ðñïóåããéóôéêÜ ìçäåíïäýíáìç ïìÜäá åßíáé Hop�an

âë: [23], èåþñçìá 5.5.



ÊåöÜëáéï 5

Ðëåîßäéá(braids)

5.1 ÅéóáãùãÞ

Ôá ðëåîßäéá (Braids) åéóÞ÷èçêáí ùò ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá áðü

ôïí Emile Artin ôï 1925 (Artin E., Theorie der Zopfe, Hamburg

Abh. 4, [2]), üðïõ üìùò ïé ðåñéóóüôåñåò áðïäåßîåéò ôïõ åßíáé äéáéóèç-

ôéêÝò êõñßùò êáé óå ïñéóìÝíá óçìåßá åëëéðåßò. Ç Ýííïéá ôùí ðëåîéäßùí

åéóÞ÷èçêå üôáí ìßá õöáíôïõñãéêÞ åôáéñåßá æÞôçóå êÜðïéåò åöáñìïãÝò

áðü ôïí Artin ôç äåêáåôßá ôïõ 1920. Ïé áíáöïñÝò åäþ áöïñïýí óôï

ìåôáãåíÝóôåñï Üñèñï ôïõ ôï 1947: Artin, Theory of braids, [3], üðïõ

ãßíåôáé ìßá ðëçñÝóôåñç ðáñïõóßáóç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ.

5.2 Ãåùìåôñßá ôùí ðëåîéäßùí

Óôï åîÞò èá óõìâïëßæïõìå ìå E3 ôïí 3-äéÜóôáôï Åõêëåßäéï ÷þñï

êáé E2
0 ; E2

1 ôá ðáñÜëëçëá åðßðåäá áðü ôá z = 0; z = 1 áíôßóôïé÷á.
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Èåùñïýìå áêüìá ôá åîÞò n óçìåßá óå êáèÝíá áðü ôá äýï åðßðåäá:

Pi = (i; 0; 1); Qi = (i; 0; 0); i = 1; 2; : : : ; n

ôá ïðïßá áíÞêïõí óôçí åõèåßá y = 0 êáèåíüò áðü ôá äýï åðßðåäá.

Ïñéóìüò. 5.2.1 ( Ðëåîßäéï ).

¸íá ðëåîßäéï ìå n - íÞìáôá (n-ðëåîßäéï) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óý-

óôçìá n ôüîùí ái (ôá íÞìáôá ôïõ ðëåîéäßïõ), þóôå êÜèå ái óõíäÝåé Ýíá

óçìåßï Pi ôïõ åíüò åðéðÝäïõ ìå Ýíá óçìåßï Qð(i) ôïõ Üëëïõ åðéðÝäïõ,

üðïõ ð ∈ Sn, þóôå:

á. ÊÜèå ôüîï ái ôÝìíåé áêñéâþò ìßá öïñÜ ôï åðßðåäï: z = t; ∀t ∈
[0; 1].

â. Ôá ôüîá á1; á2; :::; án ôÝìíïõí ôï z = t óå n äéáêåêñéììÝíá

óçìåßá ∀t ∈ [0; 1].

ÄçëáäÞ, ôï ôüîï ái öèßíåé ãíÞóéá áðü ôï óçìåßï Pi → Qð(i).



Ïñéóìüò. 5.2.2 .

Ç ìåôÜèåóç ð êáëåßôáé ìåôÜèåóç ôïõ ðëåîéäßïõ. Áí åßíáé ôåôñéììÝíç

ôüôå êáëåßôáé ãíÞóéï(pure) Þ ÷ñùìáôéóìÝíï ðëåîßäéï(coloured).

ÐáñÜäåéãìá 5.2.3 (Ðáñáäåßãìáôá ðëåîéäßùí).

P1• P2• P3• P4• P5•

Q1• Q2• Q3• Q4• Q5•ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

??
??
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ÄÄ
Ä

ÄÄ
Ä

Ó÷Þìá 5.1: 5 - ðëåîßäéï

P1• P2•

Q1• Q2•ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ó÷Þìá 5.2: 2 - ðëåîßäéï

P1• P2• P3•

Q1• Q2• Q3•

ooooooooooooooooooooooo

Ó÷Þìá 5.3: 3 - ðëåîßäéï

P1• P2• P3•

Q1• Q2• Q3•
??

??
??

??
??

??
??

?

Ó÷Þìá 5.4: 3 - ðëåîßäéï



• • •

• • •

ÂÂ

ÂÂ
ÂÂ
ÂÂ

ÂÂ

YYYYYYYYYYYY

Ó÷Þìá 5.5: ÃíÞóéï 3 - ðëåîßäéï

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.2.4 .

Óôá ðëåîßäéá ôùí (5.3),(5.4)áíôéóôïé÷åß ç ßäéá ìåôÜèåóç ð = (123).

¼ìùò áõôÜ åßíáé äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò. ÄçëáäÞ, ç ìåôÜèåóç åíüò

ðëåîéäßïõ äåí ôï êáèïñßæåé ìïíïóÞìáôá.



5.3 ÏìÜäåò Ðëåîéäßùí

5.3.1 ÃåùìåôñéêÞ èåþñçóç ïìÜäùí ðëåîéäßùí

¸óôù á, â äýï n - ðëåîßäéá èá ïñßóïõìå ùò ðñÜîç ó' áõôÜ á · â
ôï n - ðëåîßäéï ðïõ ðñïêýðôåé áí óôï ôÝëïò ôïõ á åíþóïõìå ôï â. Ç

ðñÜîç áõôÞ êáëåßôáé óýíèåóç ðëåîéäßùí êáé ðñïóÜðôåé äïìÞ ïìÜäáò óôï

óýíïëï ôùí n - ðëåîéäßùí.

ÐáñÜäåéãìá 5.3.1 (Ðáñáäåßãìáôá ðëåîéäßùí êáé ðñÜîåùí).

• Ôáõôïôéêü óôïé÷åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôçò óýíèåóçò áðïôåëåßôáé

áðü n ðëÞèïò íÞìáôá ðáñÜëëçëá êáé ÷ùñßò äéáóôáõñþóåéò, üðùò

óôï ó÷Þìá:

• Áíôßóôñïöï óôïé÷åßï â−1 åßíáé ç áíÜêëáóç ôïõ â ùò ðñïò ôï åðß-

ðåäï ôùí êÜôù óçìåßùí:
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: : :

• • • •
b =
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: : :
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b−1 =
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Ïñéóìüò. 5.3.2 .

Óõìâïëßæïõìå ìå Bn ôçí ïìÜäá ðëåîéäßùí ìå n ôï ðëÞèïò íÞìáôá.

Ç õðïïìÜäá PBn ôçò Bn áðïôåëïýìåíç áðü ôá ðëåîßäéá ìå ôåôñéì-

ìÝíç ìåôÜèåóç êáëåßôáé õðïïìÜäá ãíçóßùí ðëåîéäßùí(pure) Þ áêüìá

êáé ÷ñùìáôéóìÝíç (coloured) ïìÜäá ðëåîéäßùí.

ÏñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá ðëåîéäßùí:
P1• P2• P3•

Q1• Q2• Q3•

a =
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Ó÷Þìá 5.6: 3-ðëåîßäéá ìå ìåôÜèåóç (132)
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Ó÷Þìá 5.7: 3-ðëåîßäéá ìå ìåôÜèåóç (312)
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b · b−1 =
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Ó÷Þìá 5.8: Óýíèåóç áíôéóôñüöùí ðëåîéäßùí

Ðáñáôçñïýìå üôé äåí áñêåß ìüíï ç ìåôÜèåóç åíüò ðëåîéäßïõ ãéá íá

ðåñéãñáöåß áõôü ðëÞñùò, áöïý ôá a; b ðáñáðÜíù Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôýðï

ìåôÜèåóçò, áëëÜ åßíáé äéáöïñåôéêÜ. ÄçëáäÞ, áðïôåëåß ïõóéáóôéêü ðïéï-

ôéêü ãíþñéóìá åíüò ðëåîéäßïõ, ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ôá íÞìáôá ôïõ



• • •

• • •
Ó÷Þìá 5.9: ÃíÞóéï ðëåîßäéï(ìå ôåôñéììÝíç ìåôÜèåóç)

ðëåîéäßïõ ðåñéåëßóóïíôáé ìåôáîý ôïõò. Áõôü êáèßóôáôáé óáöÝò êáé ìå

ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 5.3.3 (Ðëåîßäéá Üðåéñçò ôÜîçò).

ÓõíèÝôïíôáò ðëåîßäéá ìå ôïí åáõôü ôïõò õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá

ëÜâïõìå ôï ôáõôïôéêü ðëåîßäéï, ôüôå ïíïìÜæïõìå êáôÜ öõóéïëïãéêü

ôñüðï ôÜîç ôïõ ðëåîéäßïõ ôï ðëÞèïò ôùí öïñþí ðïõ óõíèÝóáìå ôï åí

ëüãù ðëåîßäéï ìå ôïí åáõôü ôïõ ãéá íá ëÜâïõìå ôï ôáõôïôéêü ðëåîßäéï.
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a =
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Ó÷Þìá 5.10: 2-ðëåîßäéo ìå ìåôÜèåóç (12) Üðåéñçò ôÜîçò

ÊÜèå öïñÜ ðïõ óõíèÝôïõìå ôï á ìå ôïí åáõôü ôïõ, ôá íÞìáôá äéá-

ðëÝêïíôáé êáôÜ ìßá öïñÜ ðåñéóóüôåñï ìåôáîý ôïõò.

ÐÜíôùò, Ý÷åé áðïäåé÷èåß ôï åîÞò èåþñçìá ó÷åôéêÜ ìå ôéò ïìÜäåò

ðëåîéäßùí:



Èåþñçìá 5.3.4 .

Ïé ïìÜäåò ðëåîéäßùí Bn; n = 2; 3; : : : åßíáé üëåò åëåýèåñåò óôñÝ-

øçò1.

Áðüäåéîç

Ãéá ìßá óýíôïìç êáé êïìøÞ áðüäåéîç âë. [11]. Ãéá ìßá ðáëáéüôåñç áðü-

äåéîç ìå ÷ñÞóç ëéãüôåñùí åñãáëåßùí: [10] ¤

1ÄçëáäÞ äåí ðåñéÝ÷ïõí óôïé÷åßï ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò åêôüò ôïõ ôáõôïôéêïý.



5.3.2 ÐáñÜóôáóç ôïõ Artin

Ïñéóìüò. 5.3.5 (Óôïé÷åéþäåò ðëåîßäéï).

ÏíïìÜæïõìå óôïé÷åéþäåò ðëåîßäéï ói ôï (ãåùìåôñéêü) n - ðëåîßäéï

ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áí äéáðëÝîïõìå ôï i-ïóôü íÞìá ðÜíù áðü ôï (i+ 1)-

ïóôü íÞìá üðùò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

P1 P2 Pi Pi+1 Pn

Q1 Q2 Qi Qi+1 Qn
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Ó÷Þìá 5.11: Óôïé÷åéþäåò ðëåîßäéï

Óôçí B4 èåùñïýìå ôá óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá:
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Ó÷Þìá 5.12: Óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá ôçò B4

ÃåíéêÜ, ôá óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá äå ìåôáôßèåíôáé(âë.ó÷Þìá 5.13). ¼ìùò,

éó÷ýåé üôé óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá ìå äåßêôåò ðïõ äéáöÝñïõí ðåñéóóüôåñï
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⇒ ó1ó2 6= ó2ó1

Ó÷Þìá 5.13: Äéáäï÷éêÜ óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá äå ìåôáôßèåíôáé
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⇒ ó1ó3 = ó3ó1

Ó÷Þìá 5.14: ÐñÜîåéò óôïé÷åéùäþí ðëåîéäßùí

áðü 1 ìåôáôßèåíôáé ìåôáîý ôïõò(âë. ó÷Þìá 5.15).

ÅðéðëÝïí, éó÷ýåé ç åîÞò ó÷Ýóç:
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Ó÷Þìá 5.15: Ôá óôïé÷åéþäç ðëåîßäéá ìåôáôßèåíôáé áí ïé äåßêôåò ôïõò äéáöÝñïõí ðåñéóóüôåñï

áðü 1.

óiói+1ói = ói+1óiói+1
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Ó÷Þìá 5.16: óiói+1ói = ói+1óiói+1

Ðáñüëá áõôÜ ïé äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò ðïõ åßäáìå äåí áñêïýí ãéá íá

ðåñéãñÜøïõí ðëÞñùò ôçí ïìÜäá ôùí ðëåîéäßùí Bn. Áõôü ðéóôïðïéåßôáé

êáé áðü ôï åðüìåíï èåþñçìá ôïõ Artin:



Èåþñçìá 5.3.6 (Artin[1925]).

Bn ∼= 〈ó1; ó2; : : : ; ón−1 : óiój = ójói; |i − j| > 1; óiói+1ói =

ói+1óiói+1〉



Èåþñçìá 5.3.7 Èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Artin .

Ç ïìÜäá ðëåîéäßùí Bn äÝ÷åôáé ìßá ðßóôç áíáðáñÜóôáóç ùò ïìÜäá

ôùí áõôïìïñöéóìþí ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò Fn =< x1; : : : ; xn > äéÜ-

óôáóçò n. Ç áíáðáñÜóôáóç åðÜãåôáé áðü ôçí áðåéêüíéóç ø ôçò Bn
óôçí AutFn, ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ø : Bn → Aut(Fn)

ói → ø(ói) : Fn → Fn

xi → xixi+1x−1
i

xi+1 → xi

xj → xj; áí j 6= i; i + 1

Ï ðåñéïñéóìüò ôçò ø óôçí õðïïìÜäá ôùí ãíçóßùí ðëåîéäßùí PBn
ãßíåôáé:

ø : PBn → Aut(Fn)

Ars → ø(Ars) : Fn → Fn

xi → xi; áí s < i Þ áí i < r

xi → xrxix−1
r áí s = i

xi → xixsxix−1
s x−1

i áí r = i

xi → xrxsx−1
r x−1

s xixsxrx−1
s x−1

r ; áí r < i < s
Áðüäåéîç

Âë. [10] ¤



5.4 ÁíáðáñáóôÜóåéò ïìÜäùí ðëåîéäßùí

Ìßá ðáñáãþãéóç D : ZG → ZG åßíáé ìßá áðåéêüíéóç ìå ôéò

éäéüôçôåò:

á)D(u + v) = Du +Dv ãñáììéêÞ (5.1)

â)D(u · v) = Duo(v) + u · Dv u; v ∈ ZG (5.2)

¢ìåóá ðñïêýðôïõí ïé åîÞò éäéüôçôåò:

1. D(gh) = Dg + g Dh , g; h ∈ G

2. Da = 0, ∀a ∈ Z

3. D(
∑

agg) =
∑

agD(g)

4. D(u1u2 : : : un) =
∑n

i=1 u1u2 : : : ui−1Duio(ui+1) : : : o(un)

5. D(g−1) = −g−1Dg; ∀g ∈ G

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.4.1 .

Ïé ðáñáãùãßóåéò ôïõ ZG ó÷çìáôßæïõí Ýíá äåîß ZG- ðñüôõðï, ìå

ðñÜîåéò ðïõ ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

1:(D1 +D2)(u) = D1u +D2u

2:(Du)v = D(uv)



5.4.1 Ðáñáãùãßóåéò óå åëåýèåñï ïìáäïäáêôýëéï

¸óôù Fn =< x1; x2; : : : ; xn > åëåýèåñç ïìÜäá2 äéÜóôáóçò n. ¸íá

óôïé÷åßï ôïõ åëåýèåñïõ ïìáäïäáêôõëßïõ ZFn åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï

f(x) =
∑

auu; u ∈ Fn; au ∈ Z ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò au 6= 0:

Áí ö : Fn → G ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ôüôå åðÜãåôáé Ýíáò ïìïìïñöé-

óìüò äáêôõëßùí:

ö : ZFn → ZG

f(x) =
∑

auu→
∑

auö(u)

Åéäéêüôåñá, ï ïìïìïñöéóìüò ï : Fn → 1 åðÜãåé ôïí ïìïìïñöéóìü:

o : ZFn → Z
∑

auu→
∑

auo(u) =
∑

au

Èåþñçìá 5.4.2 (ÐáñÜãùãïò ùò ðñïò xi).

Óå êÜèå ãåííÞôïñá xj ôçò Fn áíôéóôïé÷åß ìßá ðáñáãþãéóç:

f(x) → Djf(x) = fxj(x) =
@f(x)

@xj
(5.3)

ç ïðïßá êáëåßôáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ùò ðñïò xj, ìå ôçí éäéüôçôá:

@xk
@xj

= äj;k =





1; áí k = j;

0; áí k 6= j
(5.4)

ÅðéðëÝïí, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ðáñáãþãéóç f(x) 7→ f ′(x) ðïõ áðåéêïíß-

æåé ôá x1; x2; : : : óôá äåäïìÝíá óôïé÷åßá h1(x); h2(x); : : : ∈ ZFn êáé
2Ç âÜóç ôçò ïìÜäáò ìðïñåß íá ìçí åßíáé ïýôå áñéèìÞóéìç.



äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

f ′(x) =
∑ @(f(x))

@xj
· hj(x) (5.5)

Ðñüôáóç 5.4.3 (Èåìåëéþäçò ó÷Ýóç ôïõ åëåýèåñïõ ëïãéóìïý).

¸óôù f(x) ∈ ZFn. Ôüôå éó÷ýåé üôé:

f(x) = f(1) +
∑
j

@(f(x))

@xj
(xj − 1) (5.6)

∑
j

@(f(x))

@xj
(xj − 1) = f(x)− f(1) (5.7)



5.4.2 ÁíáðáñáóôÜóåéò ôïõ Magnus

¸óôù Sn ç åëåýèåñç çìéïìÜäá ìå âÜóç s1; s2; : : : ; sn êáé R äáêôý-

ëéïò. Èåùñïýìå ôïí çìéïìáäïäáêôýëéï Á0(R; Sn) ìå óôïé÷åßá ðïëõþ-

íõìá óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò si ìå óõíôåëåóôÝò áðü ôïí R.

Áí Fn ç åëåýèåñç ïìÜäá ìå âÜóç x1; x2; : : : ; xn ïñßæïõìå ìßá áðåéêü-

íéóç:

r :Fn → M2[A0( ZFn; Sn)]

w 7→ [w] =


 w

∑n
j=1

@(w)
@xj

sj

0 1




Åöüóïí üìùò: @(xi)
@xj

= äij Ýðåôáé üôé:

n∑
j=1

@(xi)
@xj

sj =

n∑
j=1

äijsj = si ⇒

xi 7→ r(xi) = [xi] =


 xi si

0 1




Óõíåðþò, Ýðåôáé Üìåóá üôé, áí: w; v ∈ Fn ôüôå:

[wv] = [w][v]

áðü éäéüôçôåò ôçò ðáñáãþãéóçò(âë. 5.1).

Óõíåðþò, ç áðåéêüíéóç w 7→ [w] åßíáé ìßá áíáðáñÜóôáóç ôçò Fn, ç

ïðïßá êáëåßôáé áíáðáñÜóôáóç Magnus ôçò Fn.



¸íá âáóéêü ìåéïíÝêôçìá áõôÞò ôçò áíáðáñÜóôáóçò åßíáé üôé ðåñéÝ-

÷åé óôïí ðßíáêÜ ôçò ôçí áñ÷éêÞ ëÝîç w, ãåãïíüò ðïõ ôçí êáèéóôÜ ü÷é

éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç. Áõôü ìðïñåß íá îåðåñáóôåß, èåùñþíôáò Ýíáí ïìï-

ìïñöéóìü ö ðïõ äñá óôçí åëåýèåñç ïìÜäá Fn êáé ôçí åîÞò áðåéêüíéóç:

w 7→ ö([w]) =


 ö(w)

∑n
j=1 ö(@(w)

@xj
)sj

0 1


 (5.8)

Ïñéóìüò. 5.4.4 (ÁíáðáñÜóôáóç ö ôïõ Magnus).

Ç áíáðáñÜóôáóç ðïõ ïñßóôçêå óôçí (5.8) êáëåßôáé áíáðáñÜóôáóç

ö ôïõ Magnus.



Èåþñçìá 5.4.5 .

Ï ðõñÞíáò ôçò ö - áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Magnus åßíáé ç õðïïìÜäá

ôùí ìåôáèåôþí ôïõ ker ö.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.4.6 .

Ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ðïñßóìáôïò ìðïñåß íá èåùñç-

èåß üôé åßíáé áíôßóôïé÷ç ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Magnus ôçò Fn óôçí

A0( Z; Sn)(âë.3.2.3) óôïõò ðßíáêåò.

Óôü÷ïò ìáò ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí áíáðáñáóôÜóåùí ôïõ Magnus äåí

Þôáí ìüíï ç ìåëÝôç ôùí ïìÜäùí ðçëßêï ôçò Fn, áëëÜ êõñßùò ç óýíäåóÞ

ôïõò ìå ôç ìåëÝôç õðïïìÜäùí ôçò ïìÜäáò áõôïìïñöéóìþí Aut(Fn) ôçò

Fn, üðùò ïé Bn êáé PBn.

¸óôù ö ïìïìïñöéóìüò ðïõ äñá óôçí Fn êáé Áö ïìÜäá áõôïìïñöé-

óìþí ôçò Fn ìå ôçí éäéüôçôá:

ö(x) = ö(á(x)); ∀x ∈ Fn; á ∈ Aö (5.9)

Áí ãéá ðáñÜäåéãìá åðéëÝîïõìå ùò ö ôïí áâåëéáíïðïéçôÞ, èá ìðïñïýóáìå

íá åðéëÝîïõìå Áö íá åßíáé ç õðïïìÜäá åêåßíùí ôùí áõôïìïñöéóìþí ôçò

Fn ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå óôïé÷åßï óå Ýíá óõæõãÝò ôïõ. Ôüôå êÜèå õðïï-

ìÜäá ôçò AutFn ðïõ åðÜãåé ôïí ôáõôïôéêü áõôïìïñöéóìü ôçò ïìÜäáò

ðçëßêï Fn=F ′n èá Þôáí äåêôÞ.

5.4.3 Ç áíáðáñÜóôáóç Burau (1936), [12]

Áðü ôï (5.3.7) Ý÷ïõìå üôé ç Bn Ý÷åé ìßá ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç ùò



ïìÜäá ôùí äåîéþí áõôïìïñöéóìþí ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò Fn äéÜóôáóçò

n. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá âëÝðïõìå ôçí Bn ùò õðïïìÜäá ôçò AutFn.

ÓõãêåêñéìÝíá, åðéëÝãïõìå ãåííÞôïñåò ôçò Bn ìå ôïõò áõôïìïñöéóìïýò

ôïõ èåùñÞìáôïò (5.3.7).



Ïñéóìüò. 5.4.7 ÁíáðáñÜóôáóç Burau.

¸óôù Z =< a > ìßá Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá êáé

ø : Fn → Z (5.10)

xi → a; 1 ≤ i ≤ n (5.11)

ôüôå éêáíïðïéåßôáé ç ðñïûðüèåóç (5.9)

ø(ói(xj)) = ø(xj) ∀ (i; j);

ïðüôå õðÜñ÷åé ìßá áíáðáñÜóôáóç Magnus ôçò Bn ìå ðßíáêá ðïõ áíôé-

óôïé÷åß óôï ãåííÞôïñá ói ôçò Bn ôïí:

||ói||ø =




Ii−1 0 0 0

0 1− a a 0

0 1 0 0

0 0 0 In−i−1




(5.12)

üðïõ Ik áíôéóôïé÷åß óôïí k × k ìïíáäéáßï ðßíáêá.



ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.4.8 .

Ç áíáðáñÜóôáóç áõôÞ åéóÞ÷èçêå áðü ôïí Burau ôï 1936 óôï [12].

Ãéá ìåãÜëï äéÜóôçìá ãíùñßæáìå üôé ç áíáðáñÜóôáóç Burau åßíáé ðéóôÞ

ãéá n ≤ 3 êáé Þôáí õðïøÞöéá ãéá ìßá ðéóôÞ ãñáììéêÞ áíáðáñÜóôáóç

ôçò Bn; ∀ n. ¼ìùò ôï 1991 ï Moody [25] áðÝäåéîå üôé ãéá n > 9

ç áíáðáñÜóôáóç Burau äåí åßíáé ðéóôÞ. Áñãüôåñá ïé Long êáé Paton

[20] áðÝäåéîáí üôé äåí åßíáé ðéóôÞ3 ãéá n ≥ 6 êáé ï Bigelow [7] ãéá

n ≥ 5. ÐÜíôùò ï Bigelow áðÝäåéîå ôï 2001 [8] ôç ãñáììéêüôçôá ôçò

Bn.

3Ôï æÞôçìá ãéá n=4 ðáñÝìåíå áíïéêôü Ýùò ôïõëÜ÷éóôïí ôï 2005



5.5 Ðëåîßäåò êáé êñõðôïãñáößá äçìïóßïõ êëåéäéïý

Ïé ïìÜäåò ðëåîéäßùí äéáèÝôïõí êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò äïìéêÝò éäéü-

ôçôåò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôç äçìéïõñãßá ìßáò íÝáò ìåèüäïõ

êñõðôïãñÜöçóçò äåäïìÝíùí (âë êáé êåöÜëáéï 6). Åí óõíôïìßá ôï ðñü-

âëçìÜ ìáò åßíáé íá êñõðôïãñáöÞóïõìå Ýíá ìõóôéêü ìÞíõìá óå Ýíáí

êþäéêá êáé ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå íá ìðïñåß áöåíüò íá ìåôáöåñèåß

ìÝóù åíüò óõóôÞìáôïò åðéêïéíùíéþí åõñåßáò ðñüóâáóçò, üðùò ôï äéá-

äßêôõï, áöåôÝñïõ íá áðïêùäéêïðïéåßôáé áðü ôïí ðáñáëÞðôç ìå ÷ñÞóç

êÜðïéïõ åßäïõò ðëçñïöïñßáò (ìõóôéêü êëåéäß) ðïõ åßíáé ãíùóôü ìüíï

óå áðïóôïëÝá êáé ðáñáëÞðôç. Ôï æÞôçìá, ëïéðüí, åßíáé íá âñåèåß Ýíá

éäéùôéêü êëåéäß, ãíùóôü ìüíï óå áðïóôïëÝá êáé ðáñáëÞðôç, ðïõ ôüôå

èá åßíáé óå èÝóç íá áíôáëëÜîïõí ðëçñïöïñßåò ìÝóù åíüò ìç áóöáëïýò

êáíáëéïý åðéêïéíùíßáò. Ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá Ý÷åé ãßíåé ðïëý äïõëåéÜ

ó÷åôéêÞ, óôçñéãìÝíç óôçí õðüèåóç üôé ôï ðñüâëçìá ôçò ëÝîçò áõîÜ-

íåôáé ðïëõùíõìéêÜ êáèþò ï äåßêôçò ôùí ðëåîéäßùí Bn áõîÜíåôáé, åíþ

äå óõìâáßíåé ôï ßäéï ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò óõæõãßáò. ¸ôóé, åíþ êáé ôá

äýï ðñïâëÞìáôá ( ëÝîçò êáé óõæõãßáò ) åßíáé ðëÞñùò ëõìÝíá ãéá ïìÜäåò

ðëåîéäßùí, åíôïýôïéò õðÜñ÷åé ç õðüèåóç ôçò äéáöïñåôéêüôçôÜò ôïõò ùò

ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôá.

¸ôóé, ìßá ãåíßêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ äéáêñéôïý ëïãáñßèìïõ óå

ïìÜäåò ãåíéêÜ áðïôåëåß ôï ðñüâëçìá ôçò óõæõãßáò, äçëáäÞ, äïèÝíôùí

äýï óôïé÷åßùí á; â ìßáò ïìÜäáò G íá âñåèåß Ýíá óôïé÷åßï x, þóôå íá



éó÷ýåé: xáx−1 = b. Ç õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëßá ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ

ðñïâëÞìáôïò ãéá ôéò ïìÜäåò ðëåîéäßùí Þôáí áõôÞ ðïõ þèçóå ôç ÷ñÞóç

ôïõò óå êñõðôïóõóôÞìáôá ïìÜäùí. Åíôïýôïéò, ôåëåõôáßá öáßíåôáé üôé

ç ÷ñÞóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý óå ïìÜäåò ðëåîéäßùí ìðïñåß íá ìçí ðá-

ñÝ÷åé ôçí áðáéôïýìåíç áóöÜëåéá ãéá ìßá åõñåßá ÷ñÞóç (âë.[29]). ÓÞìåñá

ç Ýñåõíá Ý÷åé óôñáöåß ðñïò äýï êáôåõèýíóåéò. Áöåíüò óôçí áíáæÞôçóç

åíüò äéáöïñåôéêïý ðñïâëÞìáôïò óôç óõíäõáóôéêÞ èåùñßá ïìÜäùí éêá-

íÞò ðïëõðëïêüôçôáò, þóôå íá ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ôç âÜóç åíüò íÝïõ

êñõðôïóõóôÞìáôïò. ÁöåôÝñïõ, óôç ÷ñÞóç ïìÜäùí, ðëçí ôùí ðëåîé-

äßùí, ïé ïðïßåò íá ìðïñïýí íá áðïôåëïýí áóöáëÞ âÜóç ãéá ÷ñÞóç,

ìÝóù ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõæõãßáò, óôçí êáèçìåñéíÞ ðñáãìáôéêüôçôá.



ÊåöÜëáéï 6

ÅöáñìïãÝò óôçí Êñõðôïãñáößá

6.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ìÝèïäïò êñõðôïãñÜöçóçò ìå ÷ñÞóç äçìïóßïõ êëåéäéïý åßíáé åõ-

ñÝùò äéáäåäïìÝíç êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôéò ôåëåõôáßåò äåêáåôßåò. Ç âá-

óéêÞ áðáßôçóç áöïñÜ ôçí áóöáëÞ ìåôáöïñÜ ìßáò ðëçñïöïñßáò ìÝóù

êÜðïéïõ äéêôýïõ åðéêïéíùíéþí åëåýèåñçò ðñüóâáóçò ( äéáäßêôõï, ôçëå-

öùíéêü äßêôõï, êëð).

Ç êýñéá éäÝá Ýãêåéôáé óôçí êñõðôïãñÜöçóç ôùí ðñïò ìåôáöïñÜ äå-

äïìÝíùí ìå ÷ñÞóç åíüò êëåéäéïý ôï ïðïßï åßíáé ãíùóôü óå áðïóôïëÝá,

ðïõ êñõðôïãñáöåß ôçí ðëçñïöïñßá êáé óå ðáñáëÞðôç, ï ïðïßïò áðïêñõ-

ðôïãñáöåß ôçí ðëçñïöïñßá. ¼ëåò ïé ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý

õðïêñýðôïõí ôçí éäÝá ôçò ÷ñÞóçò ðñïâëçìÜôùí ôá ïðïßá åðéäÝ÷ïíôáé

áêñéâåßò ëýóåéò - ãíùóôÝò óå áðïóôïëÝá êáé ðáñáëÞðôç - áëëÜ êÜ-

ðïéïò ðïõ áðëþò ðáñáêïëïõèåß, áêüìá êé áí Ý÷åé üëá ôá äåäïìÝíá,

äåí äýíáôáé íá âñåé áõôÞ ôç ëýóç. Ç ìÝ÷ñé ðñéí ëßãá ÷ñüíéá ÷ñÞóç

ôùí äéáöüñùí ó÷åôéêþí ìåèüäùí, üðùò ï áëãüñéèìïò RSA, Di�e -
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Hellman [13], ìÝèïäïé åëëåéðôéêþí êáìðõëþí åîáñôþíôáé áðü ôç äïìÞ

áâåëéáíþí ïìÜäùí. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç äéáñêÞò åíäõíÜìùóç ôçò

éó÷ýïò ôùí óýã÷ñïíùí õðïëïãéóôþí Ý÷åé êáôáóôÞóåé ôÝôïéåò ìåèüäïõò

èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí áíáóöáëåßò. Ðñïò ôïýôï, ëïéðüí, Ý÷ïõí ãßíåé

ðñïóðÜèåéåò ãéá ôçí áíÜðôõîç ìåèüäùí äéáöïñåôéêÞò öéëïóïößáò ðïõ

èá åßíáé èåùñçôéêÜ áóöáëÝóôåñåò.

Ç éäÝá ðïõ èá åîåôÜóïõìå óôï ðáñüí óôçñßæåôáé óå ìç ìåôáèå-

ôéêÝò äïìÝò ùò âÜóç ãéá ôçí êñõðôïãñÜöçóç êáé ãåíéêþò êáëåßôáé

ìç ìåôáèåôéêÞ áëãåâñéêÞ êñõðôïãñáößá. Óå áõôÞí ôçí êáôåýèõíóç

Ý÷åé ãßíåé ÷ñÞóç ôåëåõôáßá êáé ôùí éäéïôÞôùí ôùí ïìÜäùí ðëåîéäßùí

ôïõ Artin ìå ÷ñÞóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò óõæõãßáò -üðùò ðåñéãñÜ-

öçêå ðñïçãïõìÝíùò- ðïõ þèçóå óôçí áíÜðôõîç ôçò êñõðôïãñáößáò

ìå ïìÜäåò ðëåîéäßùí(âë. [1] êáé [19]). Åíôïýôïéò áõôÞ ôåëåõôáßá ôåß-

íåé íá áðïäåé÷èåß áíåðáñêÞò, áöïý Ý÷ïõí âñåèåß äéÜöïñåò óçìáíôéêÝò

áäõíáìßåò. ÐÜíôùò ïé âáóéêÝò ïìáäïèåùñçôéêÝò éäÝåò ðïõ ÷ñçóéìï-

ðïéïýíôáé óôçí êñõðôïãñáößá ìÝóù ïìÜäùí ðëåîéäßùí åßíáé óçìáíôéêÝò

êáé áõôÝò èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáé óôç ìÝèïäï ôïõ [5] ðïõ èá äïýìå.

Äéåõñýíåôáé ôï óýíïëï ôùí ìç ìåôáèåôéêþí áëãåâñéêþí áíôéêåéìÝ-

íùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí êñõðôïãñáößá ìå ôç äéåñåýíçóç äéá-

öïñåôéêþí ìåèüäùí ÷ñÞóçò ôïõ äáêôõëßïõ ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí

R << x1; : : : ; xn >> óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò x1; : : : ; xn ùò

âÜóçò ãéá ôçí áíÜðôõîç êñõðôïóõóôçìÜôùí. Åéäéêüôåñá ãßíåôáé ÷ñÞóç

ôïõ áðïôåëÝóìáôïò (3.2.3) üðïõ ìßá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç åëåýèåñç



ïìÜäá F Ý÷åé ìßá ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç óå Ýíá ðçëßêï ôïõ äáêôõëßïõ

ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò.



6.2 ÔõðéêÝò äõíáìïóåéñÝò êáé ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ Magnus

Èåùñïýìå ôï äáêôýëéï ôùí ôõðéêþí äõíáìïóåéñþí åðß ôïõ äáêôõëßïõ

R :

A(R; n) = R〈〈x1; : : : ; xn〉〉:

ÃåíéêÜ, áñêåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùò äáêôýëéï R = Q. Ïðüôå

èåùñïýìå: Ç = Q〈〈x1; : : : ; xn〉〉 = A( Q; n). Ðñþôï ÷ñÞóéìï åñãá-

ëåßï áðïôåëåß ìßá ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç ìßáò ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíçò

åëåýèåñçò ïìÜäáò ó' Ýíá ðçëßêï ôçò Ç, ç ïðïßá áíáðôý÷èçêå áðü ôïí

Magnus. Ãéá n ≥ 2 õðÜñ÷ïõí åëåýèåñåò õðïïìÜäåò êÜèå äéÜóôáóçò óå

áõôü ôï ðçëßêï ôçò Ç. ÉäéáéôÝñùò êÜðïéåò åðéðñüóèåôåò ó÷Ýóåéò ìðï-

ñïýí íá äþóïõí áíáðáñáóôÜóåéò åëåõèÝñùí ìçäåíïäýíáìùí ïìÜäùí.



6.2.1 Ç áíáðáñÜóôáóç ôïõ Magnus

Åäþ ãåíéêåýåôáé ç éäÝá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôï (3.2.3). ¸óôù d >

1; d ∈ Z êáé éó÷ýïõí åðéðëÝïí ïé ó÷Ýóåéò:

xd1 = xd2 = : : : = xdn = 0 óôçí Ç = Q〈〈x1; : : : ; xn〉〉:

ÏíïìÜæïõìå H ôï ðçëßêï ðïõ ðñïêýðôåé. Ôá óôïé÷åßá ôïõ ðçëßêïõ

H åßíáé ðïëõþíõìá âáèìïý < d óôéò ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò

x1; x2; : : : ; xn. Ç ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç ìßáò åëåýèåñçò ïìÜäáò äßíåôáé

áðü ôá ìïíþíõìá:

á1 = 1 + x1; á2 = 1 + x2; : : : ; án = 1 + xn

Óôçí Ç Ý÷ïõìå üôé:

1

1 + xi
= 1− xi + x2

i − x3
i + : : : ÂëÝðå: (3.2.2)

Ïðüôå êÜèå ái åßíáé áíôéóôñÝøéìï óôïé÷åßï óôçí Ç êáé êáôÜ óõíÝðåéá

óôçí H üðïõ üìùò èá åßíáé âáèìïý < d, äçëáäÞ èá Ý÷ïõìå üôé:

1

1 + xi
= 1− xi + x2

i − x3
i + : : : + (−1)d−1xd−1

i

Óõíåðþò êÜèå ái = 1 + xi ∈ U(H ) ôçí ïìÜäá ôùí ìïíÜäùí ôçò H 1.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 6.2.1 .

Áí ï áêÝñáéïò d ðïõ áðïôåëåß ôçí ïñßæïõóá äýíáìç äéáôçñçèåß ìõ-

óôéêüò, ôüôå ôá áíôßóôñïöá óôïé÷åßá åßíáé Üãíùóôá.

1ÏìÜäá ìïíÜäùí ôçò Ç ïíïìÜæïõìå ôá óôïé÷åßá ðïõ áíôéóôñÝöïíôáé óôçí Ç.



Èåþñçìá 6.2.2 (Magnus).

Ôá óôïé÷åßá:

á1 = 1 + x1; : : : ; án = 1 + xn

ðáñÜãïõí åëåýèåñá ìßá õðïïìÜäá ôçò U(H ). Óõíåðþò ç áðåéêüíéóç:

y1 → á1

y2 → á2

...

yn → án

ïñßæåé ìßá ðéóôÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò ìå ãåííÞôïñåò

y1; : : : ; yn óôçí H .

Ç áðüäåéîç ôçò ðéóôüôçôáò ôçò áíáðáñÜóôáóçò2 ôïõ Magnus ìáò

ïäçãåß óå äéÜöïñïõò áëãïñßèìïõò ãéá ÷ñÞóç ôçò åéêüíáò óôï äáêôýëéï

äõíáìïóåéñþí. Èá ãßíåé ÷ñÞóç áõôþí óôï êñõðôïóýóôçìá ðïõ áíá-

ðôýóóåôáé. Óôï åîÞò óõìâïëßæïõìå ìå:

F =< ái; i ∈ I >≤ H

Ï ðñþôïò áëãüñéèìïò åßíáé ìßá ìÝèïäïò , äïèÝíôïò åíüò ðïëõùíý-

ìïõ óôçí H ðïõ ãñÜöåôáé óå ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ êáé åßíáé óôçí F ,

ãéá íá ãñáöåß óôç ìïíáäéêÞ ôïõ äéÜóðáóç óå åëåýèåñåò ïìÜäåò. Äç-

ëáäÞ äïèÝíôïò åíüò ðïëõùíýìïõ f(x1; x2; : : : ; xn) óôéò ìç ìåôáôéèÝìå-

íåò ìåôáâëçôÝò x1; x2; : : : ; xn ðïõ åßíáé óôçí F ôï îáíáãñÜöïõìå ùò
2Ìßá áíáðáñÜóôáóç ö êáëåßôáé ðéóôÞ, áí kerö = 1



f = W (á1; á2; : : : ; án). ÃåíéêÜ äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðáñáãïíôï-

ðïßçóçò óôçí H. Ãéá êÜèå ìïíþíõìï xi1xi2 : : : xik ∈ H ïíïìÜæïõìå

ôï k ìÞêïò ôïõ ìïíùíýìïõ óå áíáëïãßá ìå ôï ìÞêïò ìßáò ëÝîçò óå ìßá

åëåýèåñç ïìÜäá.

Èåþñçìá 6.2.3 (Áëãüñéèìïò åýñåóçò åëåýèåñçò äéÜóðáóçò óå åëåý-

èåñåò ïìÜäåò óôïé÷åßùí ôçò F ).

¸óôù f = f(x1; x2; : : : ; xn) ∈ H ⇒ f ∈ F . ÕðÜñ÷åé Ýíáò áëãü-

ñéèìïò ìå ôïí ïðïßï îáíáãñÜöïõìå ôçí f ìå ôç âïÞèåéá ôùí åëåõèÝñùí

ãåííçôüñùí á1; : : : ; án, äçëáäÞ: f = W (á1; : : : ; án).

ÂÞìá 1ï : Åðéóçìáßíïõìå óôï ðïëõþíõìï f ôï ìïíþíõìï ìåãßóôïõ

ìÞêïõò ðïõ åìöáíßæåôáé: nxi1 : : : xik ìåãßóôïõ ìÞêïõò ìå n ∈ Z−{0}
üðïõ êÜèå ìåôáâëçôÞ ôïõ f åìöáíßæåôáé óôï ìïíþíõìï áõôü ìå äýíáìç

1. Ôï ê äßíåé ôï ìÞêïò ôçò ëÝîçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí åëåýèåñç ïìÜäá.

ÅðéðëÝïí, ç ëÝîç áõôÞ ðñÝðåé íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ: án1
i1 : : : á

nk
ik üðïõ ni äéáé-

ñÝôçò ôïõ n.

ÂÞìá 2ï : Ãéá êÜèå äéáéñÝôç ôïõ ni ∈ Z ôïõ n õðïëïãßæïõìå ôï

ðïëõþíõìï:

(1 + xi)−n1f:

Óå Ýíá áêñéâþò ôÝôïéï ãéíüìåíï ôï ìÝãéóôï ìÞêïò èá åßíáé ê-1 êáé

èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêü ìïíþíõìï ìÞêïõò ê-1, ôï ïðïßï èá ðåñéÝ÷åé êÜèå



ìåôáâëçôÞ ôïõ f åêôüò ßóùò ôïõ xi1 ìå äýíáìç 1. Ôüôå èá Ý÷ïõìå:

f = (1 + xi1)
n1f1; f1 ∈ F

ÂÞìá 3ï : Óõíå÷ßæïõìå ôç äéáäéêáóßá ìå áõôüí ôïí ôñüðï ìÝ÷ñé íá

öôÜóïõìå óôç ìïíÜäá, ïðüôå èá Ý÷ïõìå ëÜâåé ôç äéÜóðáóç óôçí åëåý-

èåñç ïìÜäá íá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

f = (1 + xi1)
n1 : : : 1 + xik)

nk = án1
i1 : : : a

nk
ik

Ìå ìßá áëëáãÞ áõôïý ôïõ áëãïñßèìïõ ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßæïõìå

ðüôå Ýíá óôïé÷åßï ôçò H ∈ F . Ç áðüäåéîç ôïõ åßíáé ðáñüìïéá:

Èåþñçìá 6.2.4 (Áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý áí ôï f ∈ H åßíáé f ∈
F ).

¸óôù f = f(x1; : : : ; xn) ∈ H , ôüôå õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ

áðïöáóßæåé áí f ∈ F êáé äßíåé ãñáöÞ ôïõ f ìå ôç âïÞèåéá ôùí: ái =

1 + xi; i = 1; :::; n.

ÂÞìá 1ï : Áí ï óôáèåñüò üñïò ôïõ f 6= 1, ôüôå: f∈F . Áêüìá, áí

ôï f Ý÷åé ìç áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò, ôüôå f∈F .

ÂÞìá 2ï : ¸óôù üôé äåí Ý÷ïõìå áðüöáóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï

âÞìá. Áí ôï f äåí ðåñéÝ÷åé ìïíáäéêü ìïíþíõìï nxi1; :::; xik ìåãßóôïõ

ìÞêïõò ãéá n ∈ Z − 0 êáé ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ f óå

äýíáìç åêèÝôç 1, ôüôå Ý÷ïõìå üôé: f ∈F .

ÂÞìá 3ï : ¸óôù üôé äåí Ý÷ïõìå áðüöáóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï

âÞìá. Áí ôï f ðåñéÝ÷åé ìïíþíõìï ôïõ âÞìáôïò 2: nxi1; :::; xik ìå-

ãßóôïõ ìÞêïõò ãéá n ∈ Z− 0, ôüôå áí f ∈ F ï k äßíåé ôï ìÞêïò ôçò



áíôßóôïé÷çò ëÝîçò óôçí åëåýèåñç ïìÜäá, ç ïðïßá èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ:

án1
i1 : : : a

nk
ik ; üðïõ: ni|n

ÂÞìá 4ï : Ãéá êÜèå äéáéñÝôç ni ôïõ n ó÷çìáôßæïõìå äéáäï÷éêÜ ôï

ðïëõþíõìï (1 + xi1)
−n1. Áí óå Ýíá ôÝôïéï ãéíüìåíï ôï ìÝãéóôï ìÞ-

êïò åßíáé k − 1 êáé äåí õðÜñ÷åé íÝï ìïíþíõìï ìå ôá ðñïçãïýìåíá

÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôüôå: f∈F .

ÂÞìá 5ï : Áí ðñïêýøåé ç ìïíÜäá, ôüôå f ∈ F êáé ç äéáäéêáóßá

äßíåé ôç äéÜóôáóç óå åëåýèåñï ãéíüìåíï ôïõ f .

Ãéá êÜðïéåò åöáñìïãÝò óôçí êñõðôïãñáößá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

ïëüêëçñç ôçí ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé÷åßùí U(H ) ôçò

H = 〈〈x1; x2; :::; xn〉〉= < xdi = 0; i = 1; 2; :::; n >;

ç ïðïßá åðß ôïõ Q åßíáé åêåßíá ôá ðïëõþíõìá ìå ìç ìçäåíéêü óôáèåñü

üñï.



Èåþñçìá 6.2.5 .

Ç ïìÜäá ôùí ìïíÜäùí U(H ) åðß ôïõ Q áðïôåëåßôáé áðü åêåßíá

áêñéâþò ôá ðïëõþíõìá ìå ìç ìçäåíéêü óôáèåñü üñï.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ç ïñßæïõóá äýíáìç d > 1 êáé p(x) ∈ H ìå ìç ìçäåíéêü

óôáèåñü üñï. Ôüôå ôï p(x) åßíáé ó÷åôéêÜ ðñþôï ìå ôá ðïëõþíõìá xdi ,

ïðüôå åßíáé áíôéóôñÝøéìï. ¤

Åðéóçìáßíïõìå üôé ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü óôçí H äåí õðÜñ÷åé

áëãüñéèìïò ðáñáãïíôïðïßçóçò. Åíôïýôïéò, áí f ∈ H åßíáé ãíùóôü êáé

g = fe; e ∈ F åßíáé åðßóçò ãíùóôü, ôüôå ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå

ôï e, äéüôé, áí ôá e; fe åßíáé ãíùóôÜ ôüôå óôï fe õðÜñ÷åé ìïíáäéêü

ìïíþíõìï ðïõ åðåêôåßíåé ôá ìïíþíõìá ôïõ f üðùò êáé óôï èåþñçìá

(6.2.3). Áíáãíùñßæïíôáò áõôü ôï ìïíþíõìï ìðïñïýìå íá âñïýìå ôçí

åëåýèåñç äéÜóðáóç ôïõ e.



6.3 ÊñõðôïóõóôÞìáôá ìå ÷ñÞóç äáêôõëßùí ôõðéêþí äõíáìï-

óåéñþí.

6.3.1 ÊñõðôïóõóôÞìáôá óå ìç áâåëéáíÝò ïìÜäåò

¸óôù G ìßá ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá, ãéá ðáñÜäåéãìá ùò

ïìÜäá ðéíÜêùí. Ç âáóéêÞ åðéèõìçôÞ éäéüôçôá ôçò G åßíáé íá äéáèÝôåé

äýï ìåãÜëåò õðïïìÜäåò Á1; Á2 ôùí ïðïßùí ôá óôïé÷åßá ìåôáôßèåíôáé

ìåôáîý ôïõò. ÅíáëëáêôéêÜ èá ìðïñïýóå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìßá ìåãÜëç

áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôçò G. ¼ôáí ãñÜöïõìå ìåãÜëç åííïïýìå üôé åßíáé

äýóêïëï íá ðñïóäéïñéóôåß áí Ýíá ôõ÷áßï óôïé÷åßï ôçò G áíÞêåé óôçí

Á1 Þ óôçí Á2 (Þ óôçí Á) êáé åðéðëÝïí áõôÝò ïé õðïïìÜäåò åßíáé áñêåôÜ

ìåãÜëåò, þóôå íá ìðïñïýí íá åðéëå÷èïýí óôïé÷åßá ìå ôõ÷áßï ôñüðï áðü

áõôÝò.

Áí õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ìßá ðçãÞ Â èÝëåé íá åðéêïéíùíÞóåé ìå Ýíá

äÝêôç Á, ìÝóù åíüò ìç áóöáëïýò êáíáëéïý (ð÷ äéáäßêôõï). Áñ÷éêÜ,

ãßíåôáé êùäéêïðïßçóç ôïõ ìçíýìáôïò ìÝóá óôçí ðåðåñáóìÝíá ãåííü-

ìåíç ïìÜäá G, ìå ôéò éäéüôçôåò ðïõ ðåñéãñÜöçêáí ðáñáðÜíù. Ïé äýï

õðïïìÜäåò Á1; Á2, ôùí ïðïßùí ôá óôïé÷åßá ìåôáôßèåíôáé êñáôïýíôáé ìõ-

óôéêÝò áðü ðçãÞ êáé äÝêôç. ÌÜëéóôá õðïèÝôïõìå üôé ç ðçãÞ Â ãíùñßæåé

ìüíï ôçí õðïïìÜäá Á1 êáé ï äÝêôçò Á ãíùñßæåé ìüíï ôçí õðïìÜäá Á2.

Áí ç ðçãÞ Â èÝëåé íá óôåßëåé ôï ìÞíõìá Ì ∈ G(êùäéêïðïéçìÝíï

óôçí ïìÜäáG), óôï äÝêôç Á, åðéëÝãåé ôõ÷áßá äýï óôïé÷åßá Â1; Â2 ∈ Á1

êáé óôÝëíåé óôï äÝêôç ôï ìÞíõìá: â1Ìâ2. Ï äÝêôçò Á åðéëÝãåé äýï



ôõ÷áßá óôïé÷åßá ã1; ã2 ∈ Á2 êáé åðéóôñÝöåé ôï ìÞíõìá ã1â1Ìâ2ã2

óôïí Â. ÁõôÜ ôá ìçíýìáôá åìöáíßæïíôáé óôçí áíáðáñÜóôáóç ôçò G,

ãéá ðáñÜäåéãìá ùò ðßíáêåò Þ áíçãìÝíåò ëÝîåéò, ïðüôå äåí åìöáíßæïíôáé

ùò ìßá áðëÞ äéáäï÷Þ ãñáììÜôùí. Ôþñá, åöüóïí ôá óôïé÷åßá ôùí Á1; Á2

ìåôáôßèåíôáé éó÷ýåé üôé:

ã1â1Ìâ2ã2 = â1ã1Ìã2â2

¼ìùò ç ðçãÞ Â ãíùñßæåé ôá óôïé÷åßá â1; â2 êáèþò åðßóçò êáé ôá áíôß-

óôñïöÜ ôïõò, ïðüôå ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ìå ôá áíôßóôñïöá äçìéïõñãåß

ôï ìÞíõìá ã1Ìã2 ôï ïðïßï áðïóôÝëëåé åê íÝïõ óôï äÝêôç Á. Áõôüò ìå

ôç óåéñÜ ôïõ ãíùñßæåé ôá óôïé÷åßá ã1; ã2, ïðüôå, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ìå

ôá áíôßóôñïöÜ ôïõò ëáìâÜíåé áõôïýóéï ôï ìÞíõìá Ì . Ðñïöáíþò, ãéá

êÜèå ìÞíõìá ðçãÞ êáé äÝêôçò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýí äéáöïñåôéêÜ

óôïé÷åßá ôùí ïìÜäùí Á1; Á2. Ó÷çìáôéêÜ Ý÷ïõìå ôï åîÞò:

M
B: â1;â2∈ Á1−−−− → á1Ìá2

A: ã1;ã2∈ Á2−−−− →
ã1â1Ìâ2ã2 = â1ã1Ìã2â2

B:`−1
1 ;â−1

2 ∈ Á1−−−− → ã1Ìã2
Á: ã−1

1 ã−1
2= Ì

ÁõôÞ ç ìÝèïäïò áðïôåëåß ìßá ãåíßêåõóç ôçò ìåèüäïõ ôùí Anshel,Anshel,

Goldfeld êáé Ko-Lee (âë.[1]), ïé ïðïßïé ÷ñçóéìïðïßçóáí ïìÜäåò ðëåîé-

äßùí ùò âÜóç. Óôç óõíÝ÷åéá âëÝðïõìå ìßá åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ìå

÷ñÞóç ôïõ äáêôõëßïõ ôùí äõíáìïóåéñþí óå ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëç-

ôÝò.



6.3.2 ÊñõðôïóõóôÞìáôá ìå ôï äáêôýëéï A( Q; n).

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá äáêôýëéï R ìå ìåãÜëç ïìÜäá áíôéóôñåøß-

ìùí óôïé÷åßùí U(R). Ïìïßùò ìå ðñéí ìå ôïí üñï "ìåãÜëç" åííïïýìå

üôé ðåñéÝ÷åé ìßá ìç áâåëéáíÞ åëåýèåñç õðïïìÜäá, þóôå íá åßíáé äõíáôÞ

ç ôõ÷áßá åðéëïãÞ óôïé÷åßùí áðü ôçí U(R). ÅðéðëÝïí õðïèÝôïõìå üôé

äåí õößóôáôáé áëãüñéèìïò ðáñáãïíôïðïßçóçò óôïí R.

Áí ç ðçãÞ Â èÝëåé íá óôåßëåé Ýíá ìÞíõìá r óôï äÝêôç Á ãßíåôáé

êùäéêïðïßçóç ìÝóá óôï äáêôýëéï R, ïðüôå ôá óôïé÷åßá ôïõ äáêôõëßïõ

áíáðáñéóôïýí ìçíýìáôá, äçëáäÞ r ∈ R. Ï Â åðéëÝãåé Ýíá óôïé÷åßï

e ∈ U(R) êáé áðïóôÝëëåé ôï ìÞíõìá: re. Ï äÝêôçò Á åðéëÝãåé Ýíá

Üëëï óôïé÷åßï f ∈ U(R) êáé åðáíáóôÝëëåé ôï ìÞíõìá fre óôçí ðçãÞ

Â. Ï Â ãíùñßæåé ôï óôï÷åßï e−1, ïðüôå ôï åöáñìüæåé êáé óôÝëíåé óôïí

Á ôï ìÞíõìá free−1 = fr. ÔåëéêÜ ï Á åöáñìüæïíôáò êáé áõôüò

ôï ãíùóôü ôïõ óôïé÷åßï f−1 Ý÷åé f−1fr = r áðïêùäéêïðïéçìÝíï ôï

ìÞíõìá r.

Ó÷çìáôéêÜ ç áíáðáñÜóôáóç ôçò äéáäéêáóßáò åßíáé:

r
B: e∈ U(R)
−−−− → re

A: f∈ U(R)
−−−− → fre

B: e−1∈ U(R)
−−−− → free−1 = fr Á: f−1

= f−1fr = r

ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùò äáêôý-

ëéï ôïí: R = H . Ç ïñßæïõóá äýíáìç d > 0 ìÝíåé ìõóôéêÞ, áíÜìåóá

óå áðïóôïëÝá êáé ðáñáëÞðôç. Ç êñõðôïãñÜöçóç ãßíåôáé óå Ýíá ðï-

ëõþíõìï ìå ìç ìåôáôéèÝìåíåò ìåôáâëçôÝò êáé ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìå

äéÜöïñïõò ôñüðïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíý-



ìïõ åßíáé ñçôïß, ôüôå ìðïñïýìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôï áëöÜâçôï ìå

ñçôïýò áñéèìïýò, ïðüôå ôï ìÞíõìá íá äéáâáæåôáé ìÝóù ôùí óõíôåëå-

óôþí áõôþí.

ÓõãêåêñéìÝíá, áí èåùñÞóïõìå üôé ï áðïóôïëÝáò èÝëåé íá óôåßëåé

ôï ìÞíõìá T ∈ Q[[x1; :::; xn]], üðïõ xdi = 0; ∀i. Óôç óõíÝ÷åéá èåù-

ñïýìå Ýíá ðïëõþíõìï S ∈ Q[[x1; :::; xn]] ìå ìïíþíõìá âáèìïý ìå-

ãáëýôåñïõ ôïõ d ìüíï. Áí R = T + S êáé ï Â åðéëÝîåé Ýíá óôïé÷åßï

W ∈ U(H ), ôüôå óôÝëíåé ôï ìÞíõìá RW , ãíùñßæïíôáò ôï áíôßóôñïöï

óôïé÷åéï W−1. ÊáôÜ ôç óåéñÜ ôçò äéáäéêáóßáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïç-

ãïõìÝíùò ï A åðéëÝãåé Ýíá Üëëï óôïé÷åßï V ∈ U(H ) êáé óôÝëíåé ðßóù

ôï ìÞíõìá V RW . Ï Â ðïëëáðëáóéÜæåé ìå W−1 êáé óôÝëíåé ôï V R,

ïðüôå ï Á ìðïñåß íá áðïêùäéêïðïéÞóåé êáé íá ëÜâåé ôï R. Åöüóïí,

üìùò êáé ï Á ãíùñßæåé ôçí ïñßæïõóá äýíáìç d > 0 ìðïñåß íá áðáëåßøåé

áðü ôï R = T +S üëá ôá ìïíþíõìá ìå âáèìü ìåãáëýôåñï êáé íá ëÜâåé

ðëÞñùò ôï áñ÷éêü ìÞíõìá T .

¸íáò õðïêëïðÝáò èá Ýðñåðå íá ãíùñßæåé ôüóï ôïí ðáñÜãïíôá RW

üóï êáé ôçí ïñßæïõóá äýíáìç d.



ÐáñÜäåéãìá 6.3.1 (ÐáñÜäåéãìá õëïðïßçóçò).

ÅðéëÝãïõìå ùò äáêôýëéï õëïðïßçóçò R = H = Ç=〈x2
i = 0; i =

1; 2; : : :〉, üðïõ: H = Q〈〈x1; x2; : : :〉〉. Èåùñïýìå üôé ôá ãñÜììáôá

ôïõ åëëçíéêïý áëöáâÞôïõ á, â áíôéóôïé÷ïýíôáé óå ñçôïýò ùò åîÞò:

á → 1

2

â → 1

3

ÅðéðëÝïí, èåùñïýìå üôé èÝëïõìå íá áðïóôåßëïõìå ôï ìÞíõìá: "áâ".

Ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ùò äéÜôáîç ôùí ãñáììÜôùí áõôÞ ðïõ êá-

èïñßæåôáé áðü ôçí äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ äáêôõëßïõ ôùí äõíáìï-

óåéñþí, äçëáäÞ èåùñïýìå üôé ôï ìÞíõìá "áâ" õëïðïéåßôáé áðü:

Ô =
1

2
x1 +

1

3
x2

üðïõ ç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç ãéá ðáñÜäåéãìá ôùí ìåôáâëçôþí ôïõ

äáêôõëßïõ ôùí äõíáìïóåéñþí ìáò äßíåé êáé ôç äéÜôáîç ôùí ãñáììÜôùí.

Èåùñïýìå áêüìá Ýíáí ðáñÜãïíôá "èïñýâïõ" S = x3
1, ï ïðïßïò âåâáßùò

ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ìïíþíõìá ìå äõíÜìåéò ìåãáëýôåñåò ôçò ïñßæïõóáò

äýíáìçò d = 2, üðùò Ý÷åé åðéëå÷èåß óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá.

Ôüôå ôï áñ÷éêü ìÞíõìá ðïõ èá áðïóôáëåß èá åßíáé:

R = T + S =
1

2
x1 +

1

3
x2 + x3

1

Ï áñ÷éêüò áðïóôïëÝáò ôïõ ìçíýìáôïò åðéëÝãåé Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé-

÷åßï ôïõ äáêôõëßïõ ãéá ðáñÜäåéãìá ôï:

W = 1 + x1;W−1 = 1− x1



êáé áðïóôÝëåé ôï ìÞíõìá:

RW = (
1

2
x1 +

1

3
x2 + x3

1)(1 + x1) =
1

2
x1 +

1

3
x2 + x3

1 +
1

2
x2

1 +
1

3
x2x1 + x4

1 =

= x4
1 + x3

1 +
1

2
x2

1 +
1

3
x2x1 +

1

2
x1 +

1

3
x2

Ï ðáñáëÞðôçò åðéëÝãåé ìå ôç óåéñÜ ôïõ Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé÷åßï

ôïõ äáêôõëßïõ ãéá ðáñÜäåéãìá ôï:

V = 1 + x2; V −1 = 1− x2

êáé áðïóôÝëåé ôï ìÞíõìá:

V RW = (1 + x2)(x4
1 + x3

1 +
1

2
x2

1 +
1

3
x2x1 +

1

2
x1 +

1

3
x2) =

= x4
1 + x3

1 +
1

2
x2

1 +
1

3
x2x1 +

1

2
x1 +

1

3
x2 + x2x4

1 + x2x3
1 +

1

2
x2x2

1

+
1

3
x2

2x1 +
1

2
x2x1 +

1

3
x2

2

Ï áðïóôïëÝáò ôïõ áñ÷éêïý ìçíýìáôïò ðïëëáðëáóéÜæåé áðü äåîéÜ ìå

ôï áíôßóôñïöï ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ åß÷å ÷ñçóéìïðïéçóåß êáé áðïóôÝëåé ôï

ìÞíõìá:

V RWW−1 =

= x4
1 + x3

1 +
1

2
x2

1 +
1

3
x2x1 +

1

2
x1 +

1

3
x2 + x2x4

1 + x2x3
1 +

1

2
x2x2

1 +
1

3
x2

2x1

+
1

2
x2x1 +

1

3
x2

2 − x5
1 − x4

1 −
1

2
x3

1 −
1

3
x2x2

1 −
1

2
x2

1 −
1

3
x2x1 − x2x5

1 − x2x4
1

− 1

2
x2x3

1 −
1

3
x2

2x
2
1 −

1

2
x2x2

1 −
1

3
x2

2x1 ⇒

V R =

1

2
x3

1 +
1

2
x1 +

1

3
x2 +

1

2
x2x3

1 +
1

2
x2x1 +

1

3
x2

2 − x5
1 −

1

3
x2x2

1 − x2x5
1 −

1

3
x2

2x
2
1



ÔåëéêÜ, ï ðáñáëÞðôçò ðïëëáðëáóéÜæåé áðü áñéóôåñÜ ìå ôï áíôß-

óôñïöï ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ åß÷å åðéëÝîåé:

V −1V R =

(1− x2)(
1

2
x3

1 +
1

2
x1 +

1

3
x2 +

1

2
x2x3

1+

1

2
x2x1 +

1

3
x2

2 − x5
1 −

1

3
x2x2

1 − x2x5
1 −

1

3
x2

2x
2
1)

=
1

2
x3

1 +
1

2
x1 +

1

3
x2 +

1

2
x2x3

1 +
1

2
x2x1+

1

3
x2

2 − x5
1 −

1

3
x2x2

1 − x2x5
1 −

1

3
x2

2x
2
1

− 1

2
x2x3

1 −
1

2
x2x1 − 1

3
x2

2 −
1

2
x2

2x
3
1

1

2
x2

2x1−
1

3
x3

2 + x2x5
1 +

1

3
x2

2x
2
1 + x2

2x
5
1 +

1

3
x3

2x
2
1

=
1

2
x3

1 − x5
1 −

1

3
x2x2

1 −
1

2
x2

2x
3
1 −

1

2
x2

2x1

− 1

3
x3

2 + x2
2x

5
1 +

1

3
x3

2x
2
1 +

1

2
x1 +

1

3
x2

Êáé áðáëåßöïíôáò ôá óôïé÷åßá ìå äýíáìç ìåãáëýôåñç ôïõ 2 ëáìâÜíåé:

R =
1

2
x1 +

1

3
x2
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Åõ÷áñéóôßåò

ÔÝëïò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù üëïõò ôïõò êáèçãçôÝò ìïõ, åéäéêü-

ôåñá ôïõ ôìÞìáôïò ìáèçìáôéêþí, ðïõ óõíåôÝëåóáí, ï êáèÝíáò ìå ôïí

ôñüðï ôïõ, åßôå ôï ãíùñßæïõí, åßôå ü÷é, óå áõôÞí ôçí åñãáóßá. Éäéáé-

ôÝñùò, ôïõò êõñßïõò Ä.ÂÜñóï êáé Ä.ËÜððá ãéá ôç óõìâïëÞ ôïõò êáé

ôéò ðáñáôçñÞóåéò ôïõò ùò ìÝëç ôçò ôñéìåëïýò åðéôñïðÞò êáé ôïí åðéâëÝ-

ðïíôá êáèçãçôÞ ê. Å.ÑÜðôç ãéá ôçí Üøïãç óõíåñãáóßá ìáò, ìå ü,ôé

óõìðåñéëáìâÜíåé áõôü. ÖõóéêÜ, äå èá ìðïñïýóá íá îå÷Üóù ôïõò óõ-

íáäÝëöïõò ìïõ, ôçí ïìÜäá 42, ôïõò ößëïõò êáé ôçí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ ðïõ

ìå õðïöÝñïõí üëïí áõôüí ôïí êáéñü. Áöéåñþíù åéäéêÜ óôç ìíÞìç ôïõ

ÐáôÝñá ìïõ ðïõ ÷Üèçêå óôçí Ýíáñîç ôïõ ðáñüíôïò êýêëïõ óðïõäþí

ôï ÓåðôÝìâñç ôïõ 2004.
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