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Πρότυπα και αριθμοί Catalan
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M.Sc. Θεωρητικών 
Μαθηματικών

8ο ΓΕ.Λ. Περιστερίου



29o Συνέδριο Ε.Μ.Ε. - Καλαμάτα 2012 Χασάπης Σ. - Παναγόπουλος Δ. : Πρότυπα και αριθμοί Catalan 2

Πρότυπα (Patterns)

● Πρότυπο : κανονικότητα δομής – γενίκευση.
● Συμπυκνωμένη εμπειρία στη μελέτη ενός 

μαθηματικού αντικειμένου.
● Η αναγνώριση, κατανόηση και χρήση ενός 

προτύπου απαιτεί ανάπτυξη μεταγνωστικών 
λειτουργιών και κατανόηση της δομής σε 
βάθος.

● Η επέκταση και επαναχρησιμοποίησή τους 
αποτελεί υψηλό στόχο στην εκπαίδευση.
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Παραδείγματα προτύπων

● Πρότυπα αρίθμησης : Φυσικοί αριθμοί, 
Ακολουθίες, κ.ά.

● Πρότυπα θέσης : τοπολογία, δίκτυα
● Πρότυπα Επεξήγησης : Λογική, Απόδειξη.
● Πρότυπα μορφής : Γεωμετρία.
● Πρότυπα Συμμετρίας : Πλακοστρώσεις, 

Διακοσμητικά γεωμετρικά μοτίβα κ.ά.
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Διερεύνηση προτύπων

● Υπόθεση.
● Δοκιμή.
● Έλεγχος – Απόδειξη.
● Γενίκευση.
● Επαναχρησιμοποίηση.

● Τα μαθηματικά είναι η επιστήμη των προτύπων.
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Πλεονεκτήματα προτύπων

● Πολλαπλές αναπαραστάσεις.
● Εφαρμογές σε πραγματικές καταστάσεις.
● Κατανόηση κανόνων μαθηματικών 

αντικείμενων μέσα από τη χρήση.
● Επίλυση προβλημάτων.
● Ανάπτυξη γενικότερων στρατηγικών 

επίλυσης.
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Αριθμοί Catalan

● 1,1,2,5,14,42,132,429,...
● Πολύπλευρη παρουσία – Διαφορετικοί 

ορισμοί.
● Πλήθος προβλημάτων : Αλγεβρικά, 

Γεωμετρικά, Συνδυαστικά, κ.ά.
● Εμφάνιση και στην καθημερίνοτητα.
● Εναλλαγή αναμενόμενου-απροσδόκητου. 
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Εμφάνιση των Αριθμών Catalan

● Κίνα : Antu Ming 1730.
● Euler : Τριγωνοποιήσεις 1751.
● E.C.Catalan : Παρενθέσεις 1838.
● R.Stanley : Περισσότερες από 70 χρήσεις.
● Martin Gardner : Η πιο συχνά απροσδόκητα 

εμφανιζόμενη ακολουθία αριθμών.
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Τριγωνοποιήσεις
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Τριγωνοποιήσεις

● Euler 1761.
●
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Λίγες πράξεις...
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Συνδυαστική απόδειξη Segner
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Εικασία Urban (1941)



29o Συνέδριο Ε.Μ.Ε. - Καλαμάτα 2012 Χασάπης Σ. - Παναγόπουλος Δ. : Πρότυπα και αριθμοί Catalan 13

Από Τριγωνοποιήσεις σε 
Παρενθέσεις
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Διαδρομές σε νxν κιγκλίδωμα
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Στο τρίγωνο του Pascal
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Από παρενθέσεις σε πολυώνυμα 
και ...
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...σε τυπικές δυναμοσειρές
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Γεννήτριες συναρτήσεις

● Αναπαράσταση ακολουθίας με τυπική 
δυναμοσειρά, στην οποία οι συντελεστές είναι 
οι όροι της ακολουθίας.

● Πλεονεκτήματα : Απλοποίηση υπολογισμών 
μέσω κλειστού τύπου.
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Κλειστός τύπος
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Συνοψίζοντας στην Ελληνική 
εκπαίδευση.

● Προγράμματα σπουδών : Μελέτη προτύπων.
● Δημοτικό : απλά πρότυπα αριθμών (περιττοί , 

άρτιοι, πρώτοι – σύνθετοί, κλπ.)
● Δημοτικό – Γυμνάσιο : Γεωμετρικά πρότυπα και 

γενικά σύνθετα επαναλαμβανόμενα πρότυπα.
● Τέλος Γυμνασίου : Συμβολική αναπαράσταση.
● Από επαγωγική συμπερασματολογία σε 

αφηρημένες – συμβολικές αναπαραστάσεις.
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...στο Λύκειο και Ανώτερη 
εκπαίδευση

● Συμβολικές αναπαραστάσεις.
● Ενδιαφέρουσες εφαρμογές στην καθημερινότητα.
● Πολλαπλές αναπαραστάσεις → διαφορετικές μορφές 

προτύπων.
● Εκτίμηση αποτελεσμάτων – Επίλυση προβλημάτων
● Αριθμοί Catalan.
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Για να μην ξεχνιόμαστε...

● Ας χαιρετηθούμε …
● n -  ζεύγη ατόμων δίνουν τα χέρια 

χωρίς διασταυρώσεις...(γρουσουζιά).
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Γρήγορη Απόδειξη
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Ευχαριστούμε...

Δημήτρης Παναγόπουλος

Καθηγητής Μαθηματικών

Δρ.Μαθηματικών Ε.Κ.Π.Α.

dpanagop@gmail.com

Σωτήρης Χασάπης

M.Sc. Θεωρητικών 
Μαθηματικών

8ο ΓΕ.Λ. Περιστερίου

shasapis@gmail.com
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Αναφορές
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Αναφορές
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Αναφορές
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